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ВВl_ДIВИЕ 

~ ИССJ18до:ва:нвl, реsу.пь~атв ItO'lopнx ИSJIOlteВВ в эюй 

квиrе, ЯВJU18tс.я по.цучс&е mф>JWЩИИ об SСIDШ!оо.'ИЧеском по­

ведеяии цри J.-+ + оо соdС!веВНЬtХ чисе.а и codClfвeвma фувк­

п.111 задачи 
( Д + .Л) U(.r, у) ==0, ( .:r,y) € Q,, 

и 1 д~ =о. (O.I) 

Здесь Q - . :вliJJyКJJaя аrравичввная 9б.иаоt'ъ ва мооиос!'И с l'Jiад-
кой rраввцеl tJQ. 4==droж2 + do/oyi, .л , - спеиралъвнй 
пар&Ммwр. К sа;цаче (о.~) сводпся Изучение матп: ко2баВd 
ВНП1КJIОЙ меuбранн о sa.кpeПJieIOD&t .краем и ряд .цру111х sадач 

lt181NilaUЧ8CltOЙ физJООt. 
llet-oд иоследоваsха coc-.rort в по~оевшr кваЗ1DI0ДО !'.е. 

цриблdеВ:НВХ pemeЯd { и~, лk } • SSrДa'DI (о. I). Поолвдова- . 
'ReJJ'ЪЯOC'fЪ пар 1 и~, лk } • r.це. ие - r.iuwcиe фуmщ& :в Q , 
f.lt013J!ei'90P.fllt)JЦИe 1Ф•DOll1 JCWIO~.- ufOQ =0, Ak - DOJIOZl'!8JIЪ­
вяe 'ЧИСШt~, АА: .-. + о0 . , а8ЗJ1888~8 ПOOJI8JtOBa-reJ1ЪЯOCDD .ttва­
ЗИUОД 1J,1lЛ sцa'fl;ll (о. I) • еса: t) П uk 1 ~ с-1 ; 2) 1 д uk + 
+~~~~ с~;4112 ; . З") 1< uk, u1Jf .~ ,c(miti{Лk,лzJ)- 1 • Ццес:ь с 
и ~ - пOJI~en&8·n~e.R·I, (•_, ·) .- coone!'cttвemю 
вор& а 01Wtlфltoe проИsведdlе ~з LA(Q)~ ~ ~ ааанвае'fса 
пopяJUt<ll uOCJteдo.вa~cfJI ~а°'81од. -Oso равяваес.r 1а ско- , 
роаfъ ~Cdl•. crre&tpa Dse8oд8~ Чем donшe .J • 'lем 
.Q"ЧШе ашфоке8nu. . 

Пусеrь. в 2аоаа n re~ o4*8'0'5t Q lt8JGDi....tto спо-
Собоll нayUctt otp01ft1t -~-· ~ 8-о сВав&'rЪ, _вея 
Ь81111Ц7$ l ~~ , Ak} f ~ .h-lfj-·u Codctseldi: ФJКtщaJtt в 
COfc'!МllНZ ОС81 аадаа (:0•!)? ..... · 

0!881Daetoa, 11 ltat Cq1ae t\J1tlof.,_ И.Оеiедовие.п.-
яом:ь l Xnk ) codc'INitlti:t i/lce.i .. _. (о. I) , t8К8Я. wo 

J 1п• - .Лk 1 ,· е! .л;//J . (0.2) 

. _;... 



й соdсlfвеиянмв фуmщи.ями CJl!'Jaцll.Я иеоколъио оложяее. Можво 
~верца~ь JDШIЪ ваJJИчие rpymш 6Jпlаких к .л.~ соСSС'l'вешшх чи-

1 - l 1 ~ l - у /2, CeJI \ .Лп • li~L Lm , Лпь i - Аю ~ Ci .Лk 1 , Со600'.веmше 
k, • """ ~ 'k { - i ""J 

фрпtции ItO'l'OpНX Uп .... J в СОВоq'ПНОСI'И аппроисими:руm 
"'11' 

И:В8З310ду U.1c : 

R ""mk "' ., t. -(v-·· v1)/~ 
U U,t- .L. i=1 cki Un.t,i :s;; con.s • .Л..ь • (о. З) 

Спектр oпepairopa ЛаПJiаса - д сос'l'ои из бесконечной посJiе­

дова11'еJIЬНОС!'.И { .Лп ~ собсt-вешnа: чисел, которые располаrа11!'СЯ 
иа ПOJIOD'reJIЬHoй час'.rИ вещео-rвеняой осм до:вольио иереrуJLЯрно 

и МOI'Yi' обраsоваn rруппн 6Jntзяих собс!'вешtюс чисел указан­
яоrо :выше вида. В оощем с.луqае, itaR покаэаJI В.И.АрнОJIЬд [6 ], 
.nело о6отоп именно ~аRИМ о6~зом. Мы можем делаn очень де­

-rахьвве заюmчевия о собстnеmшх ЧИСJШХ, но ис~иняые_ со6сtt­

веюше фуишuш, по-ви~ому, ·aШipORCИ№IJ?YJ>!l'Og ЛИ&еЙНUМИ !tОМОИ­
вациsми ес~С'!';вешtо воэmm№.цих RВаэимод. 

ЕСi'ь мв:евие о те!., Ч'rо при разумной посi'авовке задачи 
апnроксJ:UISЦИЯ cneк'lpa квазимодвми яв.пяе'f ся цра:вил:ьнuм o~вe­

lfOU яа вопрос: как ВШ'JIЯДЯТ со6с!l'вешше фувхць и со6о'l'.веи­

вне ЧИСJI& при оо.пь~ш~х .л • С физйческой -rочи.и зрения на6о~ 

очень 6.л.Изких ос6с'-'Вешшх ча c"'<1.r пе отJЩчается о!' одной со6-
с-rвениоl: чactowrн 6ольшой .кратнос'11.в, если время ваолюде:ни.я 
Т<< 1 / Л w • rде Л w - максИlfШЛъяая разиос!':ь чам-:0'1' в набо­
ре. Есп порядок последоваrе.льиuсти .квазШ4од v дос'i'а~rочно 

боnmой ( ~ > l), то Лw ..._.О при .лk _.. оа , и с · указаwой 
-rочки зрения наши квазимоды дапr разумиую инфоJUадию о со6-

сttвеШiш фушщи.Ях. Про6.n:ема состоит в nоС'!'роеиии доста!rочно 
"nOJШoro" ·набора квазимод. " · 

Из ·чеrо исходить цр.и построении ква2имод? Нашу задачу 

можно пrrepnpeirиpo.aa'l'ь как задачу кваJrrо:вой мexalDUGI о нахож-­

деюв1 энерrет.вчееких уровней и со6с~:nешшх coc'losmий уравае­

Шiя illiiJJ.i.Иllrepa о nоrенцимсм. равным О в Q и · оо вае 

S2 • Боиь1111е Ji в ~аКой и~ерпре!ации соо!веsес~вуи К:Вази--
uзссиt<е ( li +О) • ЕстесfвеШI~ IIpennoлoun, Ч!'О квапrовне 
реwе.1шя К6к--rо cwtзam1 <' Jkmением еоот~тсrвуваеl задачи 

к.и~ссаческо~ механи~!w 

6 



Такай вцачеl клаосичес.коl мехаmuсв в вашем CJ.t1Ч8e яв­

JIЯется 6ИИJ!Иард, порождеюшl обл8с'1'ЪJJ -Q • · БИJ.ишард есп 
.JtИиамичеохая сис1'еха • оnисывааnая .ttВDeшre по об.яасти ~ 
биJшиардяоrо ~ара,. испшвваьцеrо ynp;rиe о-.rр&zевия от отеаох 

о6ласти. При этом трением-• aфf}eи&ul, cMsaJDtl.МI с р&811ера-
11М: шара, првuебреrаем. 

В пе,Рвой mа:ье юrиrи по.цробио .ИСОJiедуе'l'ся бИJIJJИард, по­

рождеl!Шdl ВЯDуR.1Iай оохастью Q , :во торой и tfPS'l:ъeй rJIВвax 

· no иввариа!l'lюв миоаес!'вам бЮI,j~арда С'J.'.РОП'СЯ поСJiедоВ88fе.пь­
яост:ь квазиъtод любоrо ваперед за.цавиоrо,порsщttа. 

Инвариая'!'ные миожества,опирая~:ь 11а ко~орые мы отро.им RВа­

зш.юды, cr.rь ceыele!t118 иввариа~~µа 'lоров в фазовом nром­
ранотве поttока, nоро~щеввоrо б&ИJJИар.цоJ~. Движение по ИНва­

рИаF.1.'Яому_ юру точки :В фвзо:вом IIРt?С!раис~е.изобрааапuеl ПQ­
Jiоаевие 6иJXmJapдиotto шара, в oooc.rвe'tc-rDytaцn коордишrrах 

~i, 11> ка. торе· И№вУ вид ' 

~ ==JЬо + Cd1 t(mod 1), · 11=1Jo +w2 t(mod 1) 
. , ' . ~~ 

(рио.!). ЕОJШ 'СПfспо G= и>1/ооJ иррtЩИоШUIЬио, ~о '!рSеnорил 
П.110!uа ва ttope :и otjpaзy'e~ \ 

. ero иррациов~ о'бмот- . 11 ...__..,..,.....,....,,.........,.. 
К'f • ЁQJm ··в== т/п - Раnи­
о11&1!ЪВОе tm*1to, !О ИDa­

pJUUrrild -top расnадееtоя 

ва коиивnм. ·••ВJ!Нх 
'.P8$lt8IOPd. · IВaвpJtata'lпte о --~ 
~оры, Ш проиrо, :аоtре--

•()Я ие и1~1ftt~ 
(в ОтJЬtЧИе о! в,..._,_Фlhес- Рис.r. JЩв&P1J~md tf9P и трае-

~ Щ'{'РЮI T01UG!t ИВобР•J?-
tаlХ lf.PSelttopd), а семеl- aet· ttoJioжede t1DJD1apд-
cl':888. Ое11ейспа бiraat1.r 1Ю1'0 mapafl 
.1tsyx \'~ШОВ: . 

1) вeцptplllmte (рис.2,а), моделы). к~'ори JDW181J.'CJI ce•l-
ct:вo Т ~ Х ( а, Ь J С ПО!ОJЮ8 

~ s: ~о+ t t( mod 1), 17 "71}0+t( mod 1) , ~ == con.st, · 

цесi ( ~ , 17, ~) . ·~ СТаид8р!JЩЯ ~.1DIВ8fJJ.U СИС'ММВ • f :l Х [а,Ъ], 

7 . .;.. 



т"=rxs1~RYZxRi/z ... ~ракt -iop. (а,ь] - JllD.'8PВ&I ва 
В8Dt8Ct':&eJ1ВOЙ OCJll 

2) раsрнввне (р,1е.2,1 ) • МОАUЪD itolopвx аuяе1'ся се -
118ЙС'1'ВО rя х Е о 8!811 • ПО90КО11, чtо JI :в uредщ1~ем CJIYЧ88' 
ВО rxe -1 с (а) Ь) - .-ровр МИОJrеОS-ВО1 ПQJIJ~8CЯ :ВН6р8СВ­
В81IИ8 иэ (а., Ь] c11euoro вабора 1Uflepиuo1t J т/п - с/п 01 , 

~n+ c/n.0 
[ , ~щи все р8Ц1ОВ8J!Ь~ш0 ЧJCJI&. MIIOJl8C!':ВO 

Т х Е 1IP11 под;хQЦЯЩем ]Щdоре с • 01 ~" ИOJIOD'!'eJlЬЦJ'J) 
меру Аебеrа. 

КО малых 1ЗqЭ.JU1Ц81ШЙ. 

При мапщ; ВОЗl\УЩеЮ!ЯХ 

J$8.прерКВJЩе О~С'J.'В& 

UpeJ!P~C.8: В раэ­

рШЗИli~: 11 IDDC ttOЯВJIЯ• 
ИСЯ uteJDI, СОО'l'В8!'0Т­

ВJШЩИ8 . paЦИORЗJIЫUlil 

s&aтiell.U:U w 1/w1 ,11'.е. 
в окр&С~О()\IИ перао­

~~ ~раеа~о~ 
·p'"JЩJIQJe · семейоtва 
7оtойч;I• ~кос•~.ъ-

Исслемоаавие св.язащµtх с э!'ЦМ,И явления.ми ]Юцросов оос­

!'а:взт:еr содвриюш.е с.rеории·кщ (КС»Щоrоров - АрВРЛЬд - Мозер) 
[~п:. з, 4, 32, 44, 4S J • · ·· ·· · . · · 

Непрершэнюэ семейе!ва шmариашща '1'ОР9:В им.еmся :в фа­

вовом DpOOifP8НC!':вe 6и.лдиарда. ПОрQад~rо .круrом -~ ЭJUJ.ИП­
со11. Все фазовое , npoccr:paвc~o ;цц._ ~тих · Щчаев noкpI-Шaesrcя 
конеЧША1 чимом яеnрер:ывmа семейоi'в. 

Оововвой резуJrь~а~ первой rJiaви нас!'оящей IUIИГИ ..- ус'!'а­

иовиение СJЩествоваtIИ.я rJШ~ разркв.tра семейсс.rв ин:вариав.1!' ~ 

ша 8.l'opos дпп npoизвGJiblioro выnумоrо dlлJIИapдa. 
Как, опираясь н~ ив:вариаm~ше торя, Oi'!)OJrl'Ъ · · RВазимодs? 

Полезно 6erJ10 оове!':иъ исtrорию э'l'Qro вопроса. В pa60'fe·[38] 
(i9f7 r.) А1rьбер'1' Эfнпrrейи, nродоа&я иде~ Бора и ·Зоммерфеn-­
Jt&, орормуврова.п уо.nовия_nаВ'r.ова.нвя, предnмаrая с10tеоnо­

В81Ше иепрернввоrо семеlо'!'ва .tаrраваевых иивариаиrвнх торов 

(.urраваевос-rь з ка11см случае экiэиiзаJtентна иnариаяrносп). 
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в !960 r. Кваер 1 Pydpo~ [43] pac~lfP~ :рJШ ва.цач, дщJ­
екав11tи' ~чвое ре11евие и YN~ ~1:1'1'0- у~овия ЭJauttel­
вa до68ВJ181JВШI с.е,цVицп по п~ чnеиов , JЧПЫ.Ва~ аа­
мевеяие ~зн ~щ 7t/2 при прохо-.цеВЩt ltaYC'IИКJr. В pa(SOt.rax 
в.П.МаСJiо:а.а (29, зо] (!965 r.) впервке nо.Цучснн с~~ ре­
з,.1ътаты в пре.цпQJiожевии оущес'!'воваwr.я -иивари~muх лаrран-

жевых многообразий, ~доВJiеnортацих :уСJiовию кваатов~я. 
:Рлд задач, решеJJJШЖ мет.одок пapadoJJ;\tчeca.oro урав~щ~а · ~ рас­
ОUМ'РИва~ся в rж. 6-8 11ояоrрафа.и В.М.БаЩ!ча, в.с.:Р.~:ва 
[ 7 ] ( 1972 r.). В мп задачах ие пре.цnОJ131'ае-rся ~yц\~Quoaa­
щie вепрерьmиоrо семейС!'ва JtВВapиailr$1% r~po13, а J.ф~~~&­
rа~ся~ 1f!'O JЭШIOJD18ШI неарrорне icJюJQIJI J-Сt'ОЙЧ}JВОС •. ; ПР.!. 
э.f(а.. nолучаеюя ao~otua д,11J1 11acttЙ° · ообс~ешЩх · ·ч#~сц, · tо-
Ю}1'1.Я имее'f IШО!UОС\'Ъ цу~ :в rutoaecr:вe всех с~~~рщх ,_ .... 
oeJt. МатериаJI нас'l'Оящей IODl1'JI в осво~щ~ бааируеtо.я · ВА pado-­
tax автора (Iэ-аз ] • В C'JYfl.i'Ьe ~- де :це~е ( 4$) (~97?- rJ 
содержатся некО'.l'uрые о6о6щеиия !ем&tики, ваrраr.ивае;.со:.t :в 

~oi IWИre. . 
· ПереЙдем к иэложешш cY'fJI вопрос • ИнвариаШ'ПШI l'QP Т2 

проедируе'rся из фазовою проС81'раJЮtва в 1tоорд.ишrrяое (ц -
КОВШ! В нашем случае ЯВJlЯе!'СЯ &а • ) Иа Re.ltOi'OpyIO ero ЧЗСТЪ 
(рис.з). При э'rом rозииаам осо6еяяоссr:и. о6разн которых в 
оещем случае coc'!'om JJз 
конечноrо ЧИСJiа rладкИх 

)IJr, наэиваемнх: кауста-
1tа111. Точки ,Q · можв:о 

раз61rl'ъ на 'rрИ масса: 

I) 'fочки, пе похрuва­
емне проекцией !'ора, 

2) точки. покрнваемне 
прое.ItЦИей i'opa и ве JIO ..... 

жащве на каус'I·ИКе, 

З) ~ ОЧ1tИ 1 .nеаащае яа 
аусtпе. Быражеви'е Д1.Я 

Рис.з. Проецирuь:.Ш11е юmариа}f.1'­
во:го eropa на коорд11~mtвуа 

ltВаЗИМОДЫ шаее'l' раЗJIВ'Ч- ILIOCКOC!'Ъ •. 

RllЙ 8R8Jln ичесии.1 х Apa.Irrep в з АЮIСИМООП ~ Т11П8 ~OЧR'JI. 
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в ОхрtСi1ЯОС!И !'ОЧКИ, npиttaдJI&ЬJцel первому RJISccy' uk ~о • 
В окреспосц -rоЧка. прииадJiеьщей тора.у КJI&ccr, ItВазимоду 
11С811о приб.Jlвекво предс!'аIGIТъ в ваце 

цk'(:а) ~ EJAj(:it)eH'A;' i;(~), (О.4) 

rде ( V G_j )°' = .1 , Aj - медпеиио меи.ящиеся фушщии, суаmро­
вание распростраяяеrоя ва все прооdразн i'ОЧКИ ж о-.r~осnель­

яо проеRЦИИ (на рио.з э~ !'ОЧКИ z1 , z..i ) • В oxpecnocrrи ·каr­
спяк ПСllИМо c.ttaraeмнx sда (О.4) пОЯВJlЯD\'ся CJiaraeмнe вида 

А(•) At(л113a(=:~ei1'Xk~<~> t J) 1 , (0.5) 

rже А t - убнвапцая фушщия Эйри (см. [7] ) ~ ( ~, 11) - декартова 
· .коорд1Ш8'rяа.я сиМ'ема :в Оiфее!'ЯОМ'И: аус'l'Ячес.кой fotnat в .Q , 
изоdрааеивая :sa рис.4; Фуви:Фiя At(f]) экопоиешшапьяо убшзаеtf 

· при 17-++со • ~e'f 
ПJ!И 11 < о • К»азимода "св­
. :ваетоя" из вsрааеJЩА dм. 
(0.4), (0.5). пpneit из уо-
JЮВИ.Й одиозваtmооп 1СВ8Эи ... 
мо.nы возltИt.88" усirовие к:еак­
то:sани.я. из .кotoporo , оп-
редеJШе'l'ся .Л1с • Tmt . как 
rpyшia oдя~epiltt ralOJIO_­
:mй :4111МерЯ01'0 7ора о .во­
SФiищЯееами аз -R имее!' 
размервоО!'Ъ 2. !О D. умо­

вие aDmrroмsu :вtcwt-1• два hc.4 • .ПV'ЧЯ в о.кресаосn aarc-. 
\-i:Ri. , цeJDJX 1*CJIS" • 

Па npВlt'.t'lnt8, Q1XRВRO , 

7доdЯО Иllе'!Ъ }J.8JJ.O 118 с JIOClqfЯOI 8СИМ11'fоtИКОЙ; с~амешrоl 

" ·~ вuрзаеви1 . .аа· (О.4), (О.5), а о :ar~ !'ИПа. ФJръt, 
.Ч'Ю ие меюtеt стt• .-еа. 

в Э8lol хвиN ISJдe.! пос!'})оево ~с01tвкое маоаесво ваза­

•\..)(. с иа.:uм раэрtовRм cealelC!'Вoll Dвари81i'1'1181 top03 ( CJD(eC­

lfIIOВSDe и t . .как JS8 О!118ЧUОСЪ t rapal!L'Jl.POISAJIO М0р81181 ttep­
:aol rJJ8D) смsвваися JIOCJtQ~oon ьааnод. Ecll .odo­
звavn с~ N*(д) аО8118сПо ообмвеllВИ ocu sцiтar. 

iO 



(о. I) , аппроксимируеwа э~ ~ЗJDIO~ .распо.иоаевmп· :в п­
ttервапе J о , л ( , ~о спр~е.аава оцевка 

N*< .л) 
{ Иявариатвая uepa семейе!'ва 

_ lШВариа!!IШХ "оров} 
81t2 ' 

л .+ о(.л). (О.6) 

0равневие э!'ой ФOIJdYJШ с извесt.rаой ФOJUYJioй r .Вей.1~ ддя коп­
чесnа N ( л) всех со6с~веmшх ЧJ:tCe.J эад$ЧИ (о. I), pacпOJioae.­
ma: в ~ep:вaJie ] О, л [ ( ск. ('7, 6] ) , показшза~, чrо ас11Ш­
r0'1'ичесu при .л ~ +со 

N*(.л) 

N(Л) 

{ Инвариашцая .мера с. е~ейС'l'ва 
_ inmapиamma юРов} + 

0 
( 1). 

{ Иивsоиатиая мера . всеrо} фазо:воrо 
. прос!ранс~ва бUJцtарда 

" 

(О.'1) 

Можво :внсказ~ь вaдeJUJY ва ~о, по дa.1Iblieйmee изучение 

внпуклоrо 6И11J1Иарда позВОJD1'1' реамассJ4ициро:ваttь почD все· 
иаваряааr~ше мва&ео~ва (Хоt'.я би в случае оолас~и "odщero по- \ 
JrOJteвия•) , св.яэ~!Ь с .ка.zд111 JПШариаmНШI ьmожес~всu х:вазииодн1 
и Д1IЯ ПОС'l'рООшnа: .кваЗDIО~ ПOJJJЧl'l"Ъ оцвJЩу с единицей в пра-

вой час!'И (О.?). · 
Отме'!'ИМ в SЗRJIJ)Чeииe, Ч!'О боJiьmая час~:ь :резуJIЬi'М'ОВ ;цо­

~Qкае~ распрос~авевие 1;18 с.пучай 6олее о6щеrо опер81'ор8 1 ,чем 
onepa-rop JlaIIJiaca с вулевша ~alDIЧВШI ус.1оmем; а И!lешю иа 

случай SJ.iJDIП'.l'ИЧecкoro опера-rора 2-ro порядка с r~ пере-' 
мешmми коэqфициешаuи и самосопр.яаеВНШI краевым ус.иовием • 
Вмесi'о вunyIOIOC'rи здесь вуnо ..rpe6oSвn ·o'l' od.iaC8l'и Q rео,це­
зичесхой вн.цукJI~ти oirвOCИ'l'eJIЬВo римановой метрика. сnязавноl 

с rлаввой часnю оператЩ)а. 06о6щеШ!е вn worClalepВlll случай 

содержrtея в диссер~ации Н.НоСвавижзе. 



rJia:вa r 

В •ой rJISвe б"Jде'f определ:ева и иcCJieдOJJaвa Д1ПJ81111чесхая 
сис!'е118, пороqеввая JtВDеяие11 ]ЩV'1'рИ обJiасв Q с IR.1. биJr.mr­
spдaoro шара (118!'ериаnиой ючки), исПН!'нвающеrо fпруi-ие O'f­

pazemr.я 01' rpaЮIЦR облаО!'в. Будем предпо.tаr~ъ. wo ~С'l'Ъ 
О ВН1J1&11ая, аrравичеввая, ее rраяица дQ, rJJ.~ и кр•­
визяа д g ЯIП'де ие оdрцаеrся в яу.n. " 

§ I. Потои St и преоdразовавие Т 

. Начнем с· опреде.лешrя поrоха St , . t € 1R 1 
• 6'вязr'1ВОJ;'о с 

двЧаепием бИJIJIИap;aиaro шара :В1JЗ'!РИ ~ • ~ скоросn ша­
ра при упру1•п соуДаревиаi с rpaJDIЦeй яе меи.Яися , поМ'Сl(f 
пмО!йм ее равяай едяВJЩе. Фs'ао:вое Црос'f.Р&ЯС'1'1Ю z поrока оп-

:::::::;::Q::;;:~ а::::~е (}i~= 
хааие Q :в R.t) • Пр·о~ию иоrо раООJ1ОеВия O'!osдe0'1'Dlll с 
проИзВедевИёll Ш х S 1 • 1'.tte S 1 " eД11RJ1111U 01CP.J:&11ocn :в R1 

• 

прОстра.шrто z ~ иэ Q х s4 сuеnа:вие11 в.цол:ь rраиицн, 
коrорой в дattsoМ cayqee ямяе!Ч)Я ~ Q х $ 1 • С&lеоа:нае проие-­
ведеli tiaк: o-fOaдec'J.t~ пilрв (ao.o1)E'ctQ х 31 и (t1,~.-,)~1dQ хЗ1 • 
еС.iИ е1 u~ifcя ь е1 O!paeJDllll o..r rpa1DIЦR odJlaca в -~оч­
ке L'O Е д~ , ".е~ 

( е1 1 ~{а>) = ( •s , т<•» . ( r. !) , 

•) Веэ.це·в· rrol dlD'8 оаоао •r•дrd• оэвачви •цpDQ­
.aea.xl 1UI8CCJ С00 8

• 
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-rочке :&, а Р,рнне скоОа обоза.а~ cк8JUipвoe цр9.Jiзведеqе в 
. Ri • З811е911, чrо 'в ао xS1 ве СIШЦВSИСЯ lfOtUal (ос, Т(:.)) 
и (ф, -~(~)). • и ~ар oQxSJ при ис.U превращаеюя в поверх­
вооn ~ , ~Ql~рфцую хОJ.tЪЦу: J/l '- ~.i+yJ~·.t в eВIUПJ.itoвoй 
Шiос.косш. Край no:вepJ;tiooп ~ , Я8JU!QIUIЙCЯ ·о~еДШiеяием 1fJJ1%. 

сщруuоесlей, обозвачиu сиюзсщ<АI д~. ~ 
~дeJDDI пО!'Ок 8t= z _.z, t€ R1 • ~JJИ %=:1(:20,±~а:>)ЕоЕ, 

~О ПOJIODll St.i = (:et, + ~(zt)) , rде Жt - l'ОЧК8 ка. дQ tПООIJ­
чеввая из acEdfd СХВИ1'<В~ в.цап. д~ иа 1I3I7 J.РПШОI 1 t 1 :в яа­
прввпеиии~ ~ааываемон вerroP<1,11 +т(~) stgn t • Ешш ~ .i = (~, 
е) ij д52 , ~о Jtz =(~t,8t> оnре.цеJIИМ с помощь.11 с.ие.цувцеrо· 
пос-:р~111я. Pac~,JJYЧ, ащ.о.uящий .~з lfotncИ ~ в ВВЩ>tUUiе­
яп е • ЕсJ1И t»li dSd, .'.f.'P •'3 D.J.X npeдcтa111w&Jieй .z ,а ·аеи-. •: . . ' ·. . 

во (m,e> и '(:» ,:-е) • в~рем '1'0'1', 1 .ко'!'ороrо вt-орой ~ев 
. - " ' . 

пари вапршеи ВЦ?1'Р'Ь g • Продсurvщ э'f ot .пуч .цо пересечеця 

с tJQ , оrраз• ero os- dg по зщwv "yrщr. падешщ :Р&1е.~ yr-. 
~ 01.l'рQеВИя", цродо.mв.щr оt~вкiй· JiyЧ. до· пересечения с cta , 
O'J.'P&ЗD ero :в а~ой .!'ОЧltе а i'~д-~ (рис.5). ПoC'l'pOID4 t'aиiw оЩ!в- ·-
зам пОJlуdесжояеЧЦfl) ..1с8~, · ~чвва..- -: · · 
JQJJCЯ в ~очке "' а coC'!'&ЩllQ'IJ иа or-... 
реэ.ко:в пp.s11ol, первнR Ц ·Щ>\'ОIЩХ coe-
;IPDUJ;8~ -rо•т ~ с !'очкой и~p.ttoro Р'!Р&­
аеиая, uос.це~е соедив~ · UООJiедо-
:вате.uвке "'?" о,рааеииs. ·Itu показ"- -
во :в рабом I~"Ве [II ] ,· ·· посrроа._ -
JWl JIC818Щ 11188!' Оес1t01181ЩР) ·JP.QЩJ" •. 
П70~ t~O ,Фt - !'ОЧIЩ, Же-..В• ···ва 
аt-ой ~11&-воl ив pacC'.rottиD t цu~ .ао-
118Воl ~ •. •t - аасме.nнщ~ -~~ор • 
8~01 JIOllaИol В !'ОЧК8 °'-'t , В8JIР81U18И,ВНЙ 

в JЩПрав.и-еВD воз~~· t~ Вщ •tЁd~, io в ~че-~ае ~t­
вa.uo ваЯ!'~ предеJIЬВ.Н$. sitaчeвu ~.t·±, · ~ ~ t О • ~JiDEtcя 
.оа аваче111J1 (et>t • <~-с>2. ~:OJUtв~~cл ~ с~~· 
'1х81 в z • TSКJpl образ~. ·пр_ всех t ~'() _.._. t'oЧiq 
zt=<~,,e.)e z, ao~opJ» а DРхм•·аа s,_2. ..щщ..а .odpa~ 

. 8(81 oпpq~'.fCµl st i • ОfР11Ц881'8ХЫП11 t • ~ l!t(ll ~-' 
яяе~с.я !'OU8CDO 
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r.- 6 : Z -.. l - ИИВОJIJ')ЦИ.Я• определ.яемая формулой 6 ( :., е) = 
=(ас,-е). ОчевиJtЯо, Ч'l'О поотроенкое семейство о!'о(jраиен:ий S-t: 
l--. Z , te R1

, тшяеftся вепрерывянм по!'охом, и при каzдом зиа­
чешш te IR 1 О!_обраzевие St .я:ап.яе'!'ся rснеоморРзмом. 

Введем в Q xS1 иоорд1П1mцую систему (~,у, Cf) , rде (~,у) 
" жекар!'о.ен коорд1В8'1'н точки ~ в Ra , Ч1 - yre1, образовав-
вкй :Веrl'Ором е С ОСЫ) ~ • KOOpдJDIS'l'ЦVJJ CJIC!88lq J ~.у, VJ) 
CSJ.J(eм рассмаtрJ1В1'1'Ъ !акав и в z , веомотря на ~о, Ч'l'О !8811 
088 !еряе'; ОДЯОВК8ЧВО~!Ь при ~€ dQ • 

1

. Т,ОDема I. Мера dJ:f = d:A! dy d€f иввариаива оrиосиеnио 
ПOIJ.'Olt8 St • 

JiокааатеJtЬотво '!'еоремн I содерапся в § 7. 
JLaя миоrп aeJ.teй ИОСJ18до:вавие поrока пол:езио свеС'l'и к 

aooaдoвaJDIJ) преоdразовави.я, вное.каемоrо по'l'охом на некО!'ороl 

uоверхкОМ'JI, ваsкваемой с8.КJ1Цей. В мче~ве 'J.'акой !Iоверхиосs 

д.111 St rдоdко :вэтъ по:верzяоотъ Е с: z , rомеоморфную кол:ьцr 
t/' ~ ~· + у а ~ 1 • oпpeдeJleJJИyIO вше. Если z Е ,d Е ' '1'0 st .z 
дDD!'CJI по d Е со оаороС'.t'ъю ! ; ее.пи же z е z ' о~ , !.'О AJЦI 
'!'ааой'ttоча CJJa&C!'BJe'f беокоиечная в обе с~оровы поСJ.tедова­
~еJ1Ьиосп JlaleИ'!'O:В :времени { t k } :: _ 

00 
, kt.:. r

00 
t k. == ±. оо , 

'!'&аая, Ч!'О st .z Е Е • Обозначим буквой т преобраэовавие~ :вв-
А: • • 

секsемое по!'оаом St на повер.хИОоти -~ • ~CJUI 26d~, !о uo-
ЛODll т ~ = .i ; е0J.1И % Е I: 'а~.. '!'О по опреде.лению '1' % == st ~, 

1 
r.це t 1 - иаимеиьшее ПOJI<>D'feJiьвoe ЧИСJIО; • дпя ~0'1'oporo 
st %Е' :Е. 

1 . 
С цеJIЬ11 вадеJПl~Ь ~ rJiадкой с!8р1К'J.'урой рассмоrрим. ва 1: 

ae.tto'.ropJIO coвOJtyttяoc-rь хоордииа~внх с•с!~м. Дпя опре.цuеи­

иос'.r• с хадоl 'l'очкой :tE~'oI: свяаем r, !'ОЧКf (ae,e)EdQ х s1 
•в проеrrирJUЦJЦс.я яа z пр• описаиио11 вое сuеввавп,t АПЯ 

иоrорой :вектор г lllUip8впEft вЦV'l'Рь g • 

!~ Коор,цииатпая сис~-ема ( f• ~ ) , OdJJacnJ) . опредеаввя 
э~оl коордива~вой. сиотеu.н .ЯМЯS'lся все Е .Фпсируе11 ва · ag 
в качесnе пмоzпеJJЬвоrо иаправпевве обхода проrп часовоl 

C!'pe.ld. ~IIJC!'Ь S(~) - ДJ1ИВ8 ду1'11 oQ , 88IUJDЧ8ВROЙ ме~ 
~О11КОI ае Е d Q ir ВВltO!'Opol 41tltCJIPOB8ИЯOI '.rОЧКОЙ Z (О)~ о Q • 

14 



-в8.Я1'&Я со знаком "+" и.пи "-" в зависmюС'fИ o'l' иапр&ВJiеиия, 1\ 

кmором надо двиrа!'ься по дуrе из !ОЧКИ =e<oJ в точку ое • Оп­
ределенная !'8КИМ образом фу'нкrщя S(Ж) ЯВJIЯе81'СЯ UИОIОЭ1i8ЧЯОЙ, 
все ее значения в ~очке ж ~ отличаvrс.я .цруr от .цруrа иа 

k 1 о Q ( , rде k - целое число, 1 дО 1 - J\JDПI& дQ. Odo- · 
значим через 1"(ж, е) yгOJI ,образованный векторами е и 1:( ~) , 

rде tt"(ж) - касате.JIЬНЫй к о~ в '!'очке ае векr.rор, напр&ВJiеи­

ный в пмаапе.льную сrорову. Будем СЧИ!'&!'Ь, Ч'l'О О " ~ ' 1t • 

Тем самш функция -6-(ас, е) определена . вв ~ однозиачио. о.rо-
dрааевие . ( ~) е) ~ ( s(ж)( mod 1дО1 ) , &с~, е)) есtъ б11еIЩU 
~ на ( IR1

/ ( 1 dQ ( z)) х [О, '1t 1 ·. 
2. Координатная СЩС'!'ема (Н (~о), Ч') , mксируем !'ОЧВ'У 

:3ео е R1 • 06ла~~ю определения коордииа~иой с.ис~емв (/{(a:o),tp) 
яап.яе'l'ся произвОJIЬиое иепустое oirкpl:l!'oe множес~во !i с Е, ..11! 
о.о.1еJ!ЧПЦ!е_!'.ОЧ§.К_IЩЩ! JJ011еnхио0.ти ~ • Сопос!'ВВИll ючке , 
:z =(О!, е) € Е чис.по Н( :Jr0, z) , равное рас'?'l'ОЯВИJ) т '.rOЧКll 

ж0 до ориеи'l'ированной прямой, проходящей через ж в вап.ра:u~ 

нии е (расс!'ояние 6ере'l'ся со знаком "+", eCJIИ Жо Jiейи' CJieвa 
О'1' прSJМой, и со- зваком "-", ес.nи справа), и yro.;. с.ре z) ~ _об-­
разов8НН.liЙ веnором е с некоторым фи.ксироваивнм заранее вап­

рSВJiевием. 

&ла вмес'!'о ~о вэЯ'!'ь .цpyryl) rочку . ~1 е IR 2 , '1'0 ЧИСJIВ 
Н (~ 0 .zJ и Н(:)С1 , :i) 6YJI3't связанu ФОJUУлой 

Н(ж1 , z) = H(at0 ,z)-(ж1-3'0) stn ff +( у1 - .Уо) сов у, ( I.Э) 
( ~ i , Yi ) • L = О. I ,- жекар'!'о:вы координаi'н '!'ОЧКИ ас i • Нетруд-
но вuчваur.rь Яхобиаи 

(i.4) 

. Как связаин друr о .цруrом itоор;цива!'н (/l(ae0 ), 'ер) и· (s, ~) ? 
Достаточно это Проследить дn.я одноrо значеDя а0 ~ Внбе­
ре11 ос0 е д Q • Пус-rь s(x0) = s0 , "t(:»e0) = ( cos 'Ро· stnvo ). 

Ле1111g I.I. Координа!'ьt (Н(Жо),<р) • (1,~) OJUIOI. Tol 
ае 'l'OЧU ZE ~ свяэанн ооотноmевиями 

lf= {} t ~ P~::J + 'fo> .Н (жо)= ~ sin (~+ ~ :с::~) ds< ( I.5) . 
So .t"o S' 



\ 

f з.цесь е<з) - радиус ltрlmИЗВН d{J ·:в 'l'ОЧКе С Rоор.Jtииа"ОЙ ·S • . ' . .,,,...· 

д в 1t а з а т Et л ь. с т в о. На ряо.6 р:~осматрuаемая точка 
zEI.: изобрааеаа прннм :вех'fором. Уrо.п у , о6реsовевинй .ка­
са-rе.iьmмв к _дQ вe.tt'!'Op&JIИ т(~ и" -r:-(ж0) вIAИOJist0тcя по 
формуле "f = s~ р~::) • lfaR ВJtttRO :ИЗ рисунка, <р - ~О - \' + ~ 1 

о!'куда nо..пучае!'ся первая из фoJllYJI {I,5) • То'ЧИо ~ак ze 

s
з' d н · · 

у'= р( :") ес'!'Ь yroJI, образовашmi хаса1'еJIЬВНМ :вerro-
~ . 

рок 't"(Ж 1) К dQ 1! '!'ОЧRе Ф1Е oQ tC RООрДИНSТОЙ S'€{ So,S] 
• век!'ором 't"( ж0 ) • YrOJI. 8= 4(.s'), образовавввй веnором 
~(~') и пр.ямой АВ,равев 8'(.r')=<f-rpo-Y'=~+y-y'=-3-+Ss ds" • 

. s' pc.s "} 
. • Ч'!'~Ьt полу ЧИ!'Ь Д1ПЩV Н( оео) 

в перпеЮUtкул.яра, опущеяиоrо 

из_ ж0 на АВ, ва.n<УЬроИВ'l'еr­

рироват:ь stn B(s') ds' в 

. пред~.пах ~ S О ДО· S • 8 
( Симвм lil здес~, и да-

_. Jiee обозяачае-.r воиец докs­

за тельства. ) 
зададим с пoilotJtЫO .коор­

дIШ8'iИоА СИМ'~& ( s, ~) И 
всевозмаиянх коор.дJЯатsнх 

СИС!.'еМ ( H(:ico), <f) rлaд­
R:YJ) Clf'PyIC'l'JP1 · иа Е • Из oo.­
o~в011e1Dtl (I.3)-(I.5) ел;е-
д71!', Ч!О r.rадкея ctp~pa, 

опредU.•а· М" кoopJJJJratJllllll СИМ'е118МВ, npJIНSДled\t &18&­

Cf с 00 
• в .-." ... d,U. 2] flrJJ.tt odoэ••n поверпюоs 

Е ..СМ о •:88-»lllol !18 ael !'lail odJllOll 1'.11110I Cl'pp!JPol. 

" ltOPR' L 0to0pate1111 r: s:--. ~ А11Ися ямФJе~8!1f 
&laccl с 00 

• ll&pl 
dm,~ smb dsti.e = dH(•oJ df < r.s> 

' dl8paa818 O~IAllO r • . . 

В -ueJW;J.-X ~ параrрефu бу"Мlf поJJРобВО pao~orpeuo 

' 



преобразование Т и, в ЧВС'rНОС'fИ, докаэа118 теорема 2. 

3 а м е ч а в и е I. Из фо~ (I.5) с.ле.цуе'!', чrо 

]) 5_1!(000), !f) 
D ( s, 6) 

= sinд-, ( I. '7) 

откуда выt-ехает равенстве :ьер R ( I. 6). Инваряашност:ь меры 

s Ln 1'- d s dЬ- dwш устаноВJ1ена Биркгсфа\1 [ 8 ] Далее дока-
жем инвариа~wность меры dН(жо-) Jcp , откудэ dyдэsi; следовать 
в си.~1У сделанного замечавия результат Биркгсфа" 

3 а м е ч а я и е 2. Поток St о6ладае~ с.иwмэтр.ией :· яыра­
жве1vюй ТОЖД00'1'ВОМ { !~ 2) е Отсюда OJle}Г,fc ... 

e2r евойство сю.~етриn преоб1щэова ..... 
lШЯ т: 

1 л .\ 
т~ =оРб" , 

- ИlШОJWi'ИБНОе 

прообраэоnэниеi оцред~..ляеr~юе :r. коор.Цй-
натах (.s: 1}) ФOliMJJIOЙ (SJ v)1~ (s з 1t ·-il) ~ 
Из ( I/)8) одедует, что Т ~ :Е -~" ~ 

!ШЛJ1е1rся оиекrщей~ 

3 а м е ч а н и е 3~ Край пооорх-

нсus~~и 2:: cccrr<ш-rr .в точ.но~тrя из всех 

пепФ.~:вижш1.х точек цреоораэованпн~ I' t' 

Сужепяэ цре,;браэо:аания на мншr..еотв~ 

~ ',, д 21 JmJ'"Jle'l'CЯ ll 3 lli.Г . tO ОДНОЗ­

l!аЧ!JЫМ 01'06раже1-mэм множества z; "- д 21 

Преоdразова-· 
ш:е т для 
lq>yra fjl 

na себ.пф 

П р и м ~ р"' Dоэъмем в 1шчес:rве 9 r~руг _с радtrусом R е 
/).. 

Легко видет:ь (pno/l), что в r-roop.rJШErl'ax ( s, "J) преобраэова-

юш Т для IЧJ~rгa лмеет JJP'.t.д · ( s, {}-J ~ ( "~ t, ~1 ) ! где 

3Rf(, 47 

81 = .s + 2J;z ~( тос1 21tR), 

~1.= {j. 

r r 
~ 1. 

( Ii~ 9) 



ВНПИDlем фор111.пн дтJ прео6разовавия Т в .координа!'ах ( Н, Ч1) = 
=(Н(а0), <f) •• ваяв ~з качееi'ве •о цеш.'р круrа. Прео6разо~­
ВJ1е т а мв хоор,цllИМ'ах нмее'f вид ( Н, <f) ~ ( Н1 , !/' 1 ) , 

rде 

Н1 = Н, 

<ft = V' + 2a.rc СQЗ : ( mod.21t). 
(i.IO) 

K:Wr В8ряJJ'У С 0Э.1ШИП90М (ПО ПОВОду ЭJШJШСS СМ. (?, 9 1 43)) ЯВ­
.nяеТСЯ пример-. облас'J.'И, мл JW'l'opo~ прео6разоваяие Т · JDa'er­
p}tpJeiIO. Od з!.'ом более по.цроdио с1удет схаsано в § 5. 

,,.. 

f 2. Иссяе.iоваиие прео6р~зовавия Т во в~евиих 
. 'lОЧВВХ Е 

Toчtt7 %ЕЕ наsовеu вцrrре:ввей, eCJIВ zE ~ 'д ~. 
В а~ом спучае Т % 4: .3 • Пусn .z = (Qt0 ,•o) - :внуt'реиваяя 
~ОЧИ8 ~ , Ж~= ( ;,с 1 , е 1 ) = Т .i0 • В 88.rCN параrРафе :ИС-

. CJieJJY• поведеиие преобразова:ния в окресlfиосп z0 • ~кси-

рувм окрес!'вос-rа CU0 ~ z0 и 'U1 ;э :i 1 • Будем сЧИ'!'ать, trr~ 
т ( tlo) с fi1' ui n д 1] + ~ ) "i = о' i • в о.крес-rвос-r.ях tti 
rnобво DOJJЬaoa.a~cя хоордияатвыми сис~емами (Н ( ~ i) , 'f ) , nри­
чеu yro.I <f O!OЧJrlllВВ'lЪ О'!' а;апра:ВJlеИИЯ ei • Сооеrве'l'С'!':вуDЦИе 
кооРJ(Ияин ':ОЧКИ z s 'lt0 бу.цем обоэкач;rrь символс:11 ( Н, <f) , 
8 RООрдииа!rН z = т ~ Е fl1 ~ СИМВОJIОМ .С Н, (j) • 

Введе1~ в окрес'lнос-rи -rоЧЮt =-1 в IR1 декаvrову .координа-r-
вую CMC!'ellJ (~;у) , ПОМВО!'И:В ВВЧ8JIО".Коордииа-r В -rочку Ж1 И , • 

иаправив ooi. ж no каса~JIЬиой к дQ в направ.пении 4t с ж1 ) , 

а ось у - lmy'rp:Ь ~ • Уравнение dQ в э~их к,Рордина-rах вы-
r.1ЯД11' с.иедупцим образом: 

i ~ 

y=y(.r)=~ + О(х3). (2.I) 
. 2~ . 

ЗJtесъ р - P8.1UIJC хрJl:ВИЗ:НН д Q В lfОЧКе tr1 • Обозначим буit­
ВОЙ l дпву трезка в R2. , ~оедиl!ЯПЦеrо '!'очки ж0 и ж1 , и 
пусn ~ - 1t0ордиваtа ~ точки :t • 

I8 



Лемма 2, I. Преобразование Т ·в о~tрес-rяооти !'ОЧВИ z0 в ,..,.,,. "' 
укаэашnп; л<>!~ координа'l'ах имеет вид (Н, !f) 1-+ (Н,ЧJ) , 
rде Н, rp , Н, Ч' связав:ы уравнениями 

(f = - q; ~ 2 а.~с tg 1J'(Ж *), 
""' н = ~* stti(& + ~) - у(ж*) cos(~+(j). 

(2.2) 

Здесь х* = .х*( Н, tp) определяется из уравнения 

* l si,n Ь' - Н А · 
~ = . + у(:с*) ctgCи -(j') (2.Э) 

Stn.(1'"-cp) , 

и при 1 <pf ~ ( 1/lf) ~ удоВJiе'!'~ряет оценке 

(2.4) 

Пос-rо.янвые е1 И е2 В (2.4) ЗSВJICЯ'f J1ИП1Ь 0'1' _ o6JШC'1'JI !2 8 

Прежде чем дОRа~ывS'.l'ъ_ лемму. сфор.tулируем некморне след­

ствия. 

Используя оценки (2.4) и (2.!1 • нетрудно покаsе.rь, Ч.Ю · 
•з уравнеШiя (2.З) одвоэначио определяется гладкая функция 
ж * ( Н, ffJ ) , задаЮlая на · tt0 · • если 'l'O.It:ыto диаметр окрес81'­
яости и0 ·доста'l'очяо мал. Для э'.roro доС'lаточно првмешrr:ь х 
(2.З) приВЦШI сжа'l'нх О'!'ображевий и tteopeмy о неявной фуяхци:и. 

Уравнев.ия (2.2) IiокаэЫВ8М'. 13 сво1> очередъ.wо отображение Т 
в ло.кальяшс координа81'ах ·omtcimae~oя rла.цкими фушщи.вми" Ке11-

6ив:ируя s-ro!' факт о эамечани.Ями I.2 и 1.з" nOJ.tYЧaeм. Ч*rо t.rа­
.ким же с:войс'!'вом o6JJaдae'l' Т - 2 • Сумаруя вшпесJСаза~ое. по­
~rучаем следс-rвие. 

С л в д с lf в и е 2. I. Сужение о-.rо6ражевия Т ва IОIО­
жес!'во Вну!'реНВИХ точек ~ е~ъ .nиФIJеОморфиэм массе t 00 

э81'оrо множества ив себя. 

ВнчиСJ.ОIМ мa'l'pиriy Якоби ocrodpueшm Т в 'Ю~е .io в 
УitSзавявх в начме параrрSфа J(ОКU:ЬЯНХ хоорд11КS~ах. 1чинвая 
(2.I), из (2.2) - (2.4) по.п:учаем 

H=-н+if+o(frpl:l,+IHl 1 ), 

;р = - 2. & н + (_ 1+ 1.t }q + о ( 1 qi , ... + 1 н 1 ") ' 
р S1Jn , \ f S\'\ J 
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-1 l 

-1+ :ti 
~sin~ 

(2.5) 

... Опре.uiJIПе.иь . а~ой матркцн, ~шк Jierкo .ввдет:ь, равен едвнаnе. 

ИспОJI:ьау.я ( I. 4) и ( 2. 5) и уqв~ывая, Ч81'О m ( д Е ) == О , · по-
~м СJ1ед~вве. 

С л е д о -: в и е 2. 2. Мера d т , оnредменвая фoJfAYJIOй 
(I.~), SП1Вар118ПИ8 01.'ИОСИ8f8J1ЬНО преобраэо:ва111я f' " 

д о х а з а f а л i о ~ в о JI е м м н .2~1. 06paf"'llD4oя 

а рио48. Пумъ мя onpeдe.v:easoow Н > о, f > о, fl > о, i > о . 

20 
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Рис.8" ВспШоrа'rезrьнне построения 1t доказателъству .пем-
мн 2.I. . 



OC'l'SJIЬянe с.цrчаи О'J.'личаmся JlИ111Ъ измевеввем авв.ков в яехсrrорп 

промеsу'!'оЧЯНХ формулах. а ре.зулиа'l' eror ае. Ва риорае арвоl. 
JШНИей· изобрааена граница odJ.tacти g , upнol . .11амаяоl -
ча·сть -.rраек-rори.и бv..JIИардиоrо шара, SПUJJD)Jl(elc.Я прое:ВЦ11еl !'ра- _ 

ezttrop.ИИ в Z , исходящей из -roЧIOt , .z0 , dpЯOI lll'!'pПOBQЙ 
.помавай - '!'J)8е.к-rория, ЯВJIЯl)JЦВяся прое!ШJ[ей !'раеnорп, исх~ 

дsщей из 'fочки 2 с .КООрдикМ'ам11 ( н, lf) • Пrсв :» * Е oQ 
первая rочка оеrражеви.я .пуча, иаЧIПtаuцеrос.Я в !'Очке :t • Чис.Jzо 
х* ес-rь первая .коордив8та ~* D KOopJ)JJЩ'l'ЯOI СИО'1'8М8 (.t!,y). 
Jчв11Шая saRoя, 011'Р$ЕНRЯ, из д АВа* , ИOJJJЧle• 

........ 

у = - 'if + 2&-' 

/У= - 'f + R,~ • 

ВвчИая "< 2. 7) из ( 2. 6), имеем 

tf =ср+·2(~-:Ь). 
Ив д s 1 В D получаем, чrо 

ot. = ~ + ь' •, 
. ' 

а из д Eж'*IJ 
~ 

а == arc tg у'(:А!*) + .1) • 

"ИсКJIЮЧ8я Ol. иа равевС'l'в · (2.9) • (2.IO), •ее• 

~ == J - В+ a.rctg у'(~*). 

(2.6) 

(2.7) 

{2.8) 

(2.9) 

(2.!О) 

(2.II) 

Из внрааевиА (2.8) и (2.II) c.te.цre-.r первое n ура:виевd {2.2)~ 
Рассма'.l'ривая л ':»* ж * D , ПOJIJ'Cf8eJJ . ·, ,..,. 
Н == l • 1D 1 cos~ =(~* + y(.r*J tg ~) соз~ = 

= :с* cos ~+у (-Ж*) stn.~. (2.12) 

Как видво иs ·рис.а • 

• - ~ = 1t/2 - . с; - & . (2.IЗ) 

\ . ' 
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Иs рmзеясttв (2.12) • (2.rз). получаем вrорое из уравнений 

с r~2>. 
. Пepelдfll к вuводу уравнения (2.З). Расс~'l'рввая '!ре-

JЮJIЪШШИ, ПOJIJЧ8811 серию равеваrв 

Н= lstn(f-H (из Лж0 z1 F), 

1gc1 G1 = H/sin8 (из д.ж1 JeG), 

(.ж*йl=v(~*)ctgd (из лж*ж*G). 

Имеем 

.ж*=l11t1Cl-l~*G/= _н -y(ж*)CtgO'= 
. sin.8 

= i~trщ-H - у< ж*) ctg d'. 
atn.ct _ .-

Рассма!'рDая Л ~1 АС и rзинва.я (2.7), ~о.пучаем 

d=b-<p' 

vo · :вueO'te. с ра~яс!'вtu ( 2. 17) дае't уравнение ( 2. з)·. 

(2.!4) 

(2.15) 

(2.Iб) 

(2.I7) 

(2.П)) 

~ pacouat.rpиlaeмoм CJJYЧ&e О<~*~ 1z1 G1 • ПоЭ!с:ilу в CИJrY 
СОО'fЯовiевd (2.15), (2.I4) • (2.!8) при l<t>l~(1/Jt.) min{1',1t-& ~ 
IDl8И ме.о!'О оцеика · · · · 

1. .ж* J ~ r jj 1 ~ 1 s:nд' ( z 1 rp_· 1 + 1 н 1 ) • •. ! 
, ~ s~n.d 1 - 1t/4 

" § з. ifс.с.педова111е преоt1разования Т :в окреС81'ИОС'J.'И 
кра.я поверхиос'!'JI ~ 

• 
Да.я аавершев:в.я доказательства ~оремн 2 ос-.rа.пощ. жоказ~:ь 

rJISJUtocti. '/'·а т- 1 в ~rочках края поверхвосп ~ • ·в &lfOll па­
раrрафе· бf.1(~ по.пучев 'rребуемнй peзynlfa-r и, кроме юrо, 

бJXYf вввцеан форqJШ, .кторне Д"7188 бJXYf ИСПОJIЬЗОВ81Ш при 
f 1 

докаs&!'еnсП& сущес-rвоваввя се11Эйспа ивварвВВ'.rвш: ItРИВНХ в 

118.Jol окрес&осп о~ • 
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/ 

В акресt'яооти, края по определешm rладкоt C'fPJR!'YP& иа , 
~ яеоdходимо поJiьзоватъся .коордииетиоl cиc-relloй ( sJ & ) • За­
пювем преобраэовавие Т в кoopдJUUr.rax ( s, ~) OJieдylliWI оdра­

зсм: (,а, 1") н-- ( ~.+a(s;~)( mod 1dQ1),, Ъ( s, t) ). .В!Юерем ве'!'вь 
фуmщии а.( .s, ~) · , удоВJiе!'Варяuцую яеравеяс'!'Ву' О~ а(1, &-) < 1 д '1 1 • 

по своему опредеJiеНИ» фун11tии а и Ь периодвчес1$е по пере-

меивой s с периодш 1 д Q f • В CИJJY' С!'роrай ввnуклосп '1 
яеравеяС81'во О< a(s,&) < { дО i вwолнеяо, если !'ОJIЪКО О<•< 1t. 

При э-rих значениях D- Фзшщии a(s,~) и Ь(з, 6) , как св.цiеi' 
хз резуль-rа~ов § I, 2, ЯВШШ'J.'СЯ rJUЩКИМИ. ·Кроме roro, по опре- · 
де.пению преобразовашtя Т a(s,O)r= b(s, q)=O, ·af.s, 1tJ . f dg 1. 
b(s,n)='1t. · 

Jlемма З.J, При 0< -&<: 1t ~ a(s, &) :я Ь( s,t) 
удоВJiетворят ураВвеяиям 

., , s+ ac.s,бJ ( s' · ) 

S. sttt. ~- S ds" ds' = О. 
q(s'') 1 

s . s. 
" 

(З,I) 

(З.2) 

д о R а з а т в л :ь ·с '1' в о. YroJI у (рис. 9), заitлючеи­
инй меа.ц.у R8C8'reJ1ЫIOЙ R дQ в ~очке А о Rоордина'rОЙ· $ и .ка­
сате.л.ьв:ой · It дQ в -rочке В с координа..rой .r = a(s, -& ) , равен 

Ss+a.(.rJ~J ds' . 
, s , . <s,, • РасемtИ'ривая д АВ с , получаем уравнение 

( з. I). 1r~ 8 = 8 С s') t 'о6разоваmшl яаправпевием о-r-:-
резка АВ и хасатеJIЬНой R dQ в !'очке D 1 с коордииа'!'ОI 
S'б [ s , s + а ( s, 8-)] , :вычисляется по фaJJAYJI~ 

8' . . ' 

.· . ь = 3- -'S· ds" • . . сз.э> 
· . pCs"J 

$ . 
Проецируя элемент дуги в.а oci., перпеНДИRулярную АВ (для &8I'oro 
е~о цужно умножитъ на s t n 8 ) , и ив.теrрируя по перемеяиой s ' 
в ПредеJiах от s до s + а( s, -3) · ПОJJУЧВ АМ < з. 2) ~ сле.цс'!'ВИе 

-- 2Э 
'1 

/ 



!oro фаиа, vo ode iroЧIOJ А и В проецируvrоя в O'IJJIY ttочку 

Jпo~ol ос•·• 
" 
Обоаввчвu ОИМВОJIЦМИ ~ma.;r. и .р mi.n. соо'l'ве81'с~rвевио uако.1-

ма.1ьвое и мвиiмаJ1ЪКое эвачеШlЯ радиуса кривизны д О • 

JеММf 3,2, ФJшщ1и а(.в, .) .1 b(S, ~) yдoВJle!'ВOpsmt' ОЦ8НК811 
. . 

2 fm;.n ~ ~ a(s, &) ~ !t ~ m.а.ж 1', ( З.4) 

- О' Ь(s,~) ~ (Я fm.a.:e - 1) 3- (Э.5) 
Pm.tn 

• оцеаU, п~сs ив (3.4) и (Э.5) заменой а ( s; ~) 
ка 1 дQ f - а(.в, t) • b(s,,t) яа 9t-b(s,:&). д- иа 1t-~. 

Рис.9. Вспоuоrа!'е&вое 
поmро~В1е к дока­
эа81'еkЬсt ву леммн 
з.1. 

д о к а з а !' е JI ь о 81' в о, 

Дос!а81'очдо рассмо8J.'Ре81'ъ случай 

о < tt < 1t • ПОС81'р0D окру&ОС!И 
К0 • И Ко с .радиусами 

r ""'"' f та.:е оооtве!'о~венио Pmtn. и р~ ,.ка-
саDЦИеся rраницн Q в !'очке A€dЬG 

с координа-.rой .r и раопо.пожениЬlе 
1 

по 'tJ ае С81'орону. ~о ~ 2 , oir 
. каоа~rеJJЬиой к д Q в ·!очке · А 

" 
(рис.!0). Окруаиос81'~ Kfmin. ц-
ходв~rся цели.ком в ,Q , К f 
"XDat'ывaeir Q снаружи. Пус81'~~ -
'!очка на дQ с к'оордииатой 
а + а ( .s, Ь) .1 В и D - соответ-

1 

с'fвеШ!о it.pЧIO! пересечения. с 

Ко . •. К0 прямой, про-
• rm.in. · r~ 

:xo.wpiel ч~реs А в . С , oirJUIЧIOle 01.r А • из рисунка видно, 

по JtDнa дrr11 АС ва dO заключена мeur дm1вами ~ АВ 

ка Kt>m~n и AD ва KfmA.r, О81'худа CJieдye~. неравенство 
(3.4). НеравеИС81'ВО (Э.5) С18дуе81' из (З.4) • (З.I). Рассмs.три-

вая .ЦОПОIВltельяые д.JI'JI, по.иучаем oc'f&Jiышe oцemt11 Jiеммн. • 



а·~ в д с~ в и в з.I. Фушщии a(s,B) -. Ъ(s,3) иепрерн­

ввы на ~ • 
Jiемма Э,38 Фушщо а(з,д') 11 b(s)8) ЯВJ.t.mся r.1~ 

ва I: • Их провзводвне порядка k оrраничеян пос!'ОЯlfЯЮОI, 

завис.ящими roJIЬltO. O'l' ~ и f\1-Clж{p111(U,1/pm.Ln,m_Ff P(i)(sJ),1'i~k-11. 

до it аз а~ в J1 ь c--r в о. ДоС'l'М'ОЧВо .доиаза'fЪ &lfOtt 

фaR'l' д.п.я фушщи.11 а ( s, & ) , '.l'orдa, ках с.педув4r 1З уравиевхя 

( з. I) , оя ·6уде81' верея и JtJIЯ Ь ( s, 1') • Непосредс!':веяяо при­

меВИ'l'Ь к ураввешm (3.2) -rеорему о веявmа· ~.ях яе.nзя, 
~-ак как произво.циая о!' J1евой части по перемениой а о6ращае~-ся 

в ву.1ь ItSK раз ь- ИИ'l'ересующем вас мваиесt-ве д~ • еде.паем в 
иН'!'еrра.пе s' в ( 3. 2) замену перемевиой s' = s + t а • , ·-
пос.пе сохраще111я ва а уравнение -'( з. 2) переШШiв-rса c.1eJ13ill(iDI 
o6p8З(JI: 

t ( .s+tQ ) . ds'' F(a,~,s)= С stn 3--r . dt= о. J· J D(S") 
о s r-

Фуи.кци.я F , как J1erкo :ви­

де!'Ь, rJ1адка.Я, и АпЯ ее 
~ ~ 

, произво.1р1ой по а ,исполъзуя . 
(З.6) И (З.4), моцо пму­

tUГrЬ оценку 

_дF ~--1 __ 
да " 4 ~mа.ж 

(З .7) 

справед.п:ивую прх ус..11о:вп 

&<'1t f 2 ~~ж - 1)-1
• (З.8) 

. 3 ~ Pmi.n. 

(3~6) 

П~ияя к (З.6) жеореuу о 
иеЯJ111ой функции 11 исп~уя 

, ··оцеику (З. ?~, П(ЦУ'Чаем rJiaJl-' 
кос-rь фуикцюr а •. требуемые 

Рис.IО. Вспо1Юrа~еnвое.посr­
роеШ1е а жo1taэвrLUte"_ 
ву .lelAlbl з.2. 
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нева 1'11Я ее прохзвоД11ЯХ в обласп (З.8). АиаJiоrичвое )'!'вера-

аевие справед.пJJ.JЗО и в oCSJiacttи 1t7" 3- < const · в си;rу ( I.8) • 
!'еоремк об обра!'вом о!'обраиевии. 

Чrоdк ПОJJЗ 'Dlb оценки .uя произво.цmа в ос"авпейся odJIS-: 
сп, поступим следуDЦИll oбpas<JLC. В малой окреС'l'вос-rи '!'ОЧКИ 

(s, ~) переlдем к коордива'l'ам .( Н, <р) так. кSJt эrо 6шо сДе­
пио в § 2. Окреоt'RОС!'Ь возьмем такой маленькой,· Ч!'обы 
s'tn.(,б- - 'f) в уравиевии {2.Э) OWI ограничен сииsi щmo.п-
lfeJlbllol постоявиой, зависящей !'О'ТЫtО ar таж { ~тnа.ж' 1/Pmtn~· 
-Тоrда из соаrиоmений (2.2), (2.З) ·и (I.5) буд:rr следоваt'ъ 

e.rpedyeмue леммой оценки в -rочке (s,д) с посеrо.я.нянми, ве за-
. ~CJШUDOI t?8i' ( S, д) • 8 . . 

Из тcJIЬRo что до.казаниой Jiеммн CJieдye!', Ч'l'О Т - r.падкое 

О'Юdраиевие •. Форму:)Iа ( I.8) поIШзнвае-r, Ч'!''о 'rакое же "утвержде~ 
пе сцравеДJJJiво для т- 1 • Лемма з.з заверmае'i' -rем самнм до1tа­
SМ'ецс!'во сrеоремн 2. 

Далее no1'_pedymcя !tоmtретяпе формулы, описывающие llове­

депе 1f :В Oltj)~C,-ИOCП О~ , а' ИМ8ШIО формуJIН ДЛЯ .Первых: Ие­
СХОJIЬRП ч.пеков ряда Тейлора Т по перемеJШой,пропорl]Jl~наль­

яой paco'1'o.яmm до д·~ • Край ~ имеет две .компоиеЯ'J.'н,,ц.п.я вп 
.к~а & прииима8'1' значSния· О и. 1t • Обо~вачим.эти кьМ-
поче~rrн соотве!'сrвенно д ~о и а I:1t' • ТаRИМ образом , ~ 
д ~ = d ~о U о 21t • )3 ьилу симметрии, указанной в 
замечании I. 2, _ до<*аtочЯо рассмо'l'J>еть о.крес!'иос!ь одкой из 

а-rп компонеят. Внберем Для опредмеивос-rи ксМпояему d ~ 0 • 
PaЗJioaemte 'Г в ря;ц TelJ1opa :в о.крестиос'!'И о ~о в перемеmшх: 

(s, & ) имее!I.' вид 

( s, 1') ~( s + ~k~tOlk(sJЬ-k(mod 1 d.Q/), ~,k:;.t ~,c(s) 1'Ai1), 
rде ak(s) и ~t-Cs)· ~ rла:цюtе,периодические с периодои / дО 1 . 

фуmщ:«И. Приведем peэyJIЬ!'B'l'H ВllЧИOJieШll хоЭqжрициеmов аtь и 
e>k, i ~ k 6 4 (при внчимеииях 61UП( испоnзоваяu фарuулн 

(3. I) и (З.2)): 
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.4 р'р 
Ot.i = 3 . ' 



1 

~3=-~р"е+; p'4.J 

. 76 
Ol = J: рша3+-- p"o'pi-

• Jf 15 r lf.S ' 

-io' -~ р'3 .lt-5 ~ 135 • 

Ив!'ереоя~.внrJЩЦИ' раЗJiоавие :в ряд Тейлора преобразова­

ввя Т , ecJIJI в окреспос!'и а ~ 0 перейти к ноВШ1 перемев-

• 

ВШI ( ж, у J , выбор вuрахевий дu RO'fopн:x подсказав векоrо- . ~ 
рШОI qюрмулами rеории дифраRЦD [? j • ВнрааеШiе ДJШ ~, при-

.ве.11еяное впе, вх~ с O!'.P~~8JIЪIOAI ПОС'1'0JIВВНМ llВOD'reJIEll в 

пахаза!'е.п экспов:еиы, ОПllСНВ8J)U(е·й экспоgевци8JlЬllое 88'!."уJав:ие 

в !'&ИИ при дифракции .коро-rкп ВОIИ ва внпуцой o6JI.aett• Q. .Вн- • 
раевве_ д,и.я у полу-че~ из 'f.Р&боваив.я, Ч!'обн ~}}!lаииая ме-
ра d т в иоордвна-rах . < ж, у) яме.па пpoclfol вц: · . · 

dm= const· tJd~dy. 

По.попм 

~ = С1 s: p-113
(.r') ds', у= C-.i рФ(з) sinJ , (З.9) 

( S(dO 1 -2/3 )-1 
где С1= о р (.S)d.S ' . CJ, = ~CJ. . 

.ner.кo 'D1r1fe!'ь тrro ЯRО6Иав D(~)y) =, с 1 е~ й(s)-113cos!. O'fJUrЧe·в C1'i 
.-..u. ' 1 

• Ь<s, f) .2 · r- :t 
вуJIЯ, eCJIИ рассма1.'риваемая окреС'l'ио_с-rь не пересеце~ся с JфJ-

roй it~ове~ой д2 • ВепосредспеН1М111 ВНЧИСJiеВllЯllИ~ исп~ 
ЗYJ)ЩDIJI прJmвдевнне :вшае внражения д.п.я. °'1с.. ~~ , жоказн:ва­
е!'о.я СJiедуDЦа.Я ~..щ. 

J!емма З.4, Раз.1оаевке Т в рв:ц Tel.lopa в окресr~• 
д ~о в перемевша ( ~, у) вмее-r вид / 

(J.10) 

\ 

' 



/:8нк~~~) • ft-C~) - r.п.а.цкие, периодические с периодш :r 

Замеча~еJIЬВШI фак~ом .являе~ся равенс~во 'ff1J'JIJ хоэqфи-
" ЦИ811'1'0В ~ !f 2 В первой ltОМПОКеИ'J.'е И при у2 И у 3 ВО второй 
комповвте (З. IO). . Кроме !'oro. коЭФРициеН1' при у в первой 
компоненте~(З.IО) окаэал~я постоянным. Постоянные с1· и е.2 в 
(Э.9) выбраны из требов~ия, чтобы. во-первых, этот хоэФРици- · 
еНТ бWI равен единице, ВО-ВТОрЫХ, ВlШОJIННЛОСЬ равеНQТВО 

* -r( $ + f д~ 1) = J!(S) + 1. 

§ 4. Периодичес.кие 'fОЧКИ 

Точиа z0 E ~ называется периодической точкой преобра-
зования '!' • если Т пz0 = z0 д.ля кек081'ороrо целоrо nо.поп-

. l'eJIЪяoro п • · Наимеи.ьшее зиачеиие п ·иаsн:вае'!'оя периодам !'очюr 

z0· • Последова-rельиоС81'ь { 2 0 , Т 20 , ••• , Т п- .t z0 j яазнвае!'ся 
иериодичесхой !'J)аек~орией периода п • Пери~дичеохие ~очки с 

периодом ~ С)"lЪ яеподвихнне _точки Т " миоже с'l'во t.rа.ких 'l'Очек 

совпадае'1' с о~. Прео6разовавие · Т ,мк буде'!' дальше показа-. . 
во,-;~ всеrда r 1ее'!' бесконечное ЧИСJIО периодичес.кп точ~к с пе-

риодом болье едивицн. ../ . 
IIyC8rь z0 - периодическая !'очка с периодом п • Рассмо!­

р1111 dTn ( %0 ) • В JIOKSJIЪНШC коордвна~rах э-rо вещ9mвевиа.я 
2х2 маttрИцs, JПU1Я11Цаясл произведением п ма!'риц вида (2.5). 
Так1 &ав: преобразование Т сохраняет меру, опредеJП!'!'елъ маtJ:ри-

,,. цн dTn(%
0

) · равен единице. Возмоzны irpи_ о.цучая: I) ообст­
веШDJе чиСJiа' d Т п( ~0) вещес-rвеивн и ра:внн по абсОJm'l'вой 
велвЧвяе еДИiОЩе, 2) собствеииые ЧИСJЦl dT п(.%0 ) :вещео'1'вевиы 
• яе РUЯВ по а6сОJШ11'яой веsчиив еJJ.Ивице, З) ообО'J.'вениие ч:и­
CJIS d т 11(z0) ввве111емвеины. В пер:вом CJIYЧae рериодическая 
-rочка вазоае~rся внроцеяиой. Все периодические !'ОЧЮI.о пери­

дом - 1 в ва11е1 си19ции, внроzдеявне. Во :вт~ром Случае перио­
дичL ская ~очка иазнвается rипер6ОJIИЧескоl.в третьем - эллип­

тической. JI,u перио.ФrческоА !'OЧIUI ЭJIJШП'1'JAecкoro -rипа соdс'l'­
веиине чис.аа маtрвцн dT n(:z.0 ) имеm вид e·±tar, ~Е' ] о, -п ( • 

• 



в периодической ~аектории все перио;ццчес.кие точки одноrо и 

! i'Oro ze тш~а. ПоэтQ4У имеет смысл r<,,ворИ'!'ь о вы:рождеиной,~и­
пер6оJIИ ческой и ЭJLЛИП't'Иче ской !l'pa екториях. 

В своей замеЧа'l'е.льной pa6q'l'e [З~] Бирщ-~ рассмотре.п 
норма.лъные qюрмв, к RO'l'oplШ приводится формальной заменой пе­

ременных преобразование, сохраняющее мерr• э акрес~иос~а ае­

подвижиых ЭJU1Иrеrаческой и rиnер6олической ~rочек. Имея :а ввду 

резу.льтз'l'ы БиpltI'Ofa, примем сJiедупцее определе1Ше. Эл.литиче-

, екая периодиче·сшiя -rочка z 0 с nериоде1.1 п, принадnежп о6ще-

иу эл.mпrrичес.кому сrипу, если в о.креС'.rиости %0 МОЖJЮ :ввесп 

координатную оиuтему с началом в точке z0 • в КО'.1.'орой пре<>-. 

6разование Т имеет вид (ж, у) r:-. ( .xJ, у 1 ) , rде 

.r1= ~cos(~ +~(:e~+yt))- ysin(ar+ ~(~.t+y:t)) +~((~.i+ y.t)N ), 

(4.I) 

~ =t- о , 01 /1t - иррацпонаJIЬное чисJiо, N - JII06oe скол:ь уrод-

но ООJIЬШО8 ПОJIОJtИ~е.льиое ЧИСJIО. 

Е~ в окр~стнос~и периоJU{ческой точки о6щеrо ЭJIJIИ11'1'И­
ческоrо !'ИПа пренебречь поrрешкостью o((~.i+y_»-)N_) ,to nре­
о6разовавие тn в ней yc~~liO .юз.к поворОi' на uеремешшй 
yrJ>J! ~-+~( ~.t +y.i). С~6с-rвеинщэ числ~ dTn(%0 ) ра:вин 
е -:- i. а . . 

Расомо'rрим rипер6олическую ~ериодичес~ точку. z0 с 
периодом n • Опреде.лш.. устойчивое W 1(.io) И цеус,ОЙЧ1t1308 
wи С :t0 ) подмноrоо6раэия ~оЧЮI .z. 0 следую~ образом: 

Z € W 5(.zo-> ~ tim f nkz = .z0 , 
]с-. +О<) . 

2 € WЧ( Zo) <=> tim Т ni: Z = 2:0 • 
t~-00 

Хорошо известно -(см •• ШШJ1имер, [зз, § ·5.2] ) , ч-.rо W3 ( .i0 ) в 
wи ( z.0 ) предС'!'ав.пя~оrr со6ой r.ладкие nод14Ноrообразия. яцsш­
щиеся в нашем случае ~JiaдIOIШt инъекпвюаш uorpyжefUU1МJI 6(1 :в 

~ • Касаi'елыше ·вектора к wsc~~) и wu (Хо) в 'fОЧКе 
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z0e W 9 ( .t0 ) n wис %0 ) совпадаm с со6с-rвеmшми веК'l'орsми . 
11881'рицн ci Т п ( -t 0 ) , первнй соо-rве'l'с'l'вует сооствеииоJq ЧИСJrу _' 

:Л.1 , f t;Л.1 f < 1 • в"о~й - co6c-rвemtoмy числу Л.~, _J .л1 t > 1' • 
06а ПО,дмяОГООбразия Ws(:to) И Wu( .Zo) инвариаН'!'Иl:l О'l'НОСИ-

\'е.JIЪИО т 71 
' причем 81'0ЧКИ подмногоо6разия W1( Zo) ( wи( ~о» 

под дейС'.rвием Т п сдвигаю'l'ся 'вдОJIЪ ws ( ~0) ( wи ( .i 0 ) ) 

по ваправлевию к (от) z0 • 

Пус'!'ь z0 и z1 - две rиперботrческие периодически~ '!'оч­

ки (ие о6.язаеrелъио с одинако~нм:и периодами). П~дмвоrо­
оdраэия ws С zo) и W и( z1) мorrr пересеха'l'ъся. Точка. 

s . 
% € W ( .i0 ) n wи ( z 1 ) назнвае!'ся rсноминической, eC'.JIИ 
z0 и .zJ принадJ1еzа81' одиой и '!'ой ze периодичеохой -rраеиории 

(в часt!'иости, ·моIТ!' и совпадасrьj, и rе'l'ероltJIИияческой. eCJIИ 

z0 и z1 принад.пеаа41' ра зннм периоJ.t)!ческим !'ра ек'!'ори.ям (рис. ii) • 
rе110ИJDП1Ичесиая <re-repoJtJШsичecиaя) '!'очка 2 иазsвае-rся '.rJ)ВВС­
версаJIЬиой, еап поД11Воrоо6ра зи.я W$ ( :t 0 ) И· W"' ( .t 1) пе­
ресеи&М'ся в z '!'равсверсально, 41'. е. кsса'!'еnине ве!t'l'орн в 

% к W-'( -t0 ) и wис z1) ливейио иезависимн. · • 

Piro.II. Квр'rИаа пересечеяий устой­
чивых в иеусТОЙ1UШЬIХ под­
поrооdра зкl rJШерdопичес-

. хжх кеПОДJRZИЫХ ~очек %о и 
%1 : 0t - rомо1UП1ИИЧеские, 
~ - rеrероIU1Инические !'оч­
п.Изобрuева JWШЬ :вебол:ъ-
11811 часn &'lИХ пересечений. 
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Будем RSЗНВВ!Ь :вн­

пукл.ую о47Iасть Q "оd­

щей", если преобразо-

вание Т : 1-: --. ~ 
обладает cJ.reдyn•t5ЦOI 

свойствами: 

. I) все .аериодиче­
ские '!'ОЧКИ периода, 

6oJIЬmero едитrцн, яв­

J!Я111'СЯ иевнроzдевиыми, 

т.е. !'ОIЬКО r.ипер6а.пи­
чесКимв и эJIJUШ'J.'Ичec-

Юt№l J 
2) все ЭJIJDПl'rИ- . 

чесжие периодические~ 

!'ОЧКИ прива.п;Jiе38'18 об­

щему ЭJIJDПI!'ИЧeC.КQNY п-

цу; 



.. 
З) все rf:llOКJJИюrчec.квe и rмерОКJIВвичесuе -roЧQ lf'Р&ИС­

ерсаJIЬВН. 
Общие o6JJ.ac'l'и, · ка.к аказывае!rся, о6разума массивное мво-

есtfво в проС!'раЩ}ТВе всех o6Jiac-reй. Чrо6н !'ОЧЯО сфоI1~17.пиро­
!'Ь э'!'о У'fверадение, превратиu квоже.с~во всех Ql!'poro ВЩ1УКJ.11а 

,.е. 'l'аюа, кривизна rравицы коrоршс вигде яе о6ращае':с.я в 

ль; rран~ца nредпОJЩГае!rся rладкой) 06.пасt'ей, оdрзиач:iм ero 
уквой Q , в uноrоо6разие Фраше. В качесrве uоде.ицоrо цро­
rранС'l'ва возыаеы С 00

( S 1 ; fR 1) - прос'1'раИС1'ВО rJiад.кП . 
ещес'l'венных фуmщий на окруивос!'и, свабzевяое сис-r"еuой по.11-

k=0,1,1, ... 

означим CINВOJIOM В~ .:t) шар :в D 00 
( S 1, R 1) , определяемнl 

еравеЯС81'В8111 ~ f 11 J: < s, k =о) 1)2. 

Пус!'Ь · &1 € 0 .Фиксируем диJфэtWорфизм а: S1 _. d~. 

ведем в окреС!'ИОС'!'И д Q в IR2 ко0рд1П18'1'ву» CВC!'ellf · ( t, .п) • 
помощью отображения f.f: S 1 х J- Ь J Ь [ ___. R 1 , опреде.леяио-
о формулой 

ЧJ( t, n) = a(t) + п. n(~ (t)). 

десь n(a)_ - е.ЦИЯИЧllНЙ вcrrop ваэшвей иорМЗJIИ а дQ в ~оч­

• При Ь < Pmin ото(jрааеиие -· r.p ЯВJJ.Яе!'ся 11t84ФзС11орфиЗ1t~ 
оаес'l'ва 8 1 х ] - Ь, Ь [ яа яекоrоруJ> окреС'r!!~С81'Ъ д О, в R1. 

Кццсму f € в~1!' ~ < ь, ПOCT8ВIDI в СОО!'ве!'СnЕ od- . 

С'l'Ь ~ r , rравица КОТорой В RОйр~Н8!'ИО1t СИС!'еllВ · ( t, 11) 
. адае'!'ся уравнением п = f(t) • _Буде• СЧl!'М'Jа• ~о € настОJtь-
о мало• WO- Q р € g д.и.я всех f€ B~.i.J. Тем CSМJil 
пределеиа ~!ЩИЯ UQ: B~J.J. -+ jl • Мво.аеС!'ВО (J С Q 
зовем o'l'кpJrrШI, если tt"i/ (О) открыто :в С 00 ( 91 ;- Ri ) 
всех Q Е Q • Тах ВВод11'1'ся lfOПOJiorия в g • Поскоn-
С 

00 
( s 1 ; R 1 ) - DрОС81'раНС!'ВО Бэра. 'tadll 88 бy:Jt~ • 

• 
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Тео"Qема ~· ('!'еорема Купки-С~ейЛа .п,ля выnумоrо бимиарда)о 
Множество общих о6Jiастей есть всющ n.лО'rное множество ппа 
G 8 в пространстве g . · . 

Доt<азатель~во это1! '!'еЬремн содержи'l'ся в rл. 5. . 
Недавно В.Я.Иври:й'f) доказал, что д,лsr справе.п,пmзости из­

.вес~вой гипотеза Г.Вейлл о втором ~ене в асимптотике N(.A) 
(см. [ 47]) доссrатоЧ!Iо ,равенства НJ.iIIO меры множества периодиче­
ских траекторий в Z .·И9 теоремы 3 следует, что это условие 

вшrо..'tняется по крайней мере для "массивного" множества об­

ласч.'ей11 т.е. гипотеза Г.Вейля верна ддя "поЧ'!'и всех" o6Jiao'l'eй • 
.II,окажем медующую теорему, справедливую Для всех О sO • 

Теорема ,41 ... Пусть Q Е ~ • В .'IЮ6ой окреот116сти д I! 
в ~ nмеmся периодпчес.кие траектории преобразования Т с.коль 

yi-ioдuo бo.Jrыnoгq- _периода: а) не являющиеся- эллиirrичесмми, б) 

1 не .я:вл.яхщиесл гиперболическими. 

С л. е д с т :в .п е 4. I. Преобраз·ование Т ДJШ общ~й oCS­
Jlacти имее~ 6ес1tонечное trn:cлo ка1t 1~иперболических, так и об-

- . ' 

щеrо тzпа э:Юllпrrических nepиoди'teCitJuc траекторий. 

. Э а М· е ч а н и е 4. I~. Kart по!tазшшет I?J)ИМер Itpyra 
,(см" § I), --- :вr· 11ериодич901що trраектории д,лл· 11еобщей обJiасти 
MOI"JТ оказаться Bh1IJoждeШIШJ.W. В случае з..ш1пса с:ущес'rвуют 

сrолъко одна эл...1И.Птиче~~nл 11 одла ~чшерб~"ntчес1tая: траекторf~ 

периода 2i1r 
Остn:вшаясл час~;ъ этого па~:шrрафа носвящена докаэа~ельст­

ву теоремы ,1" Н~зJLJ!Иllтичесю.rе и неrJШ~)рбо.ш1чесУ...ие траек'l'ории, 

cyщecsrno:вairиe киrорых бу;цем устпнав;н:tВ<1ть, скапливаются к d ~ J 

поэтОl\\:f' :все да.л.:ыrейmltе рассмотрения этого параграфа б~ 
. проnсхоД11ть в малой окрестнос1,и а ~ 0 , где мы введем: !\оор-

д.ина-тную систе~t.ТУ (.r, у) , onpeдe.з1e1nгJIO в ttонце § з •. 
Из дettilYШ 3~4. следус:т, что в у.казанннх I{ООрдишrrах преоd-. 

' 

" Mw1••••• 

*) И D р }1 й В .Я. О :втором члене спеК'11Р.МЪноfi асимптотк­
Ул дл'я опера.тора ЛаIL'Inса-Бельтрами па многооСiраэитс с· краем. -
Фу.нкцnон~1ьnнй анализ и ero ;:~ ·...;южения, I980, т .I4, .вып .2, 
" r')5 " " v .,::.,, ~).... . 
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\. . 
рsзование Т ~ет вид 

(.r, у) ..... (~ +у +y3 f(~,y)(mod 1), у+ y 4g(a!,yJ), (4.2) 

rде f и g - МадJО!е фувкцяи. Расаwотрц в .. окре С81'ИОС!'И д ~ 0 
. _яовую RООрД}\ЯМ'иую СИС81''емУ с.;' 11) , CВЯSSВQ'I) с (~,у) ФО:Р-

113'JI8МИ 

\ ~ = l; + 11!1и(~)( mod 1), 

у= 11 + ТJlv(I;)' 
(4.З) 

rде функции и и v еС'l'ь rладкие, периодические с периоде. 

I решения системн 

и'(~) = v( ~) + f( 1; ~О), 

v'(I;) = g(s, О).. . 
. -~....., 

(4.4) 

Из условия сохрачения прео~разо~Шlем Т меры медует равея­
ссrво и:т~, среднеrо значения функции g ( ~ , о) , что обеопечивае81' 
раэрепщмост:ь системы (4.4) в классе периодичес.ких ФУющий •. 
Подеi'а:В.S"I.Я.Я (4~З) в {4.2), раздаrая в ряд Тейлора и "СПОJIЬЗУ.Я 
(4.4), вепосредс!'веШ10 убеzдаем<Щ в справед.ливо~и СJiедупцей 

JiеМЩ;!~ 
' . \ 
Лермg 4, :r, В координатах (~, 17) преобразование Т имев!' 

вид 

(#Ь, 17) t-+(l;+11+174f('(~,17)(mod1), 11-+1] 5'{J(l;,71)), {4.5) 

где ЧJ и Ч' - rла.цкие. периодичесRИе о периодом I функции. 
Заме-rим, ч:то ~оЧки мапой окрестнос'l'И д ~о 1 имет иоор­

дииа~у 11 , меяяпцуrоя в Пределах О ~ 11 ~ ri 0 , rде 1) 0 -

малое п0110ЖИ'l'ельное число. EcJIИ в ( 4. 5) <р = tp = О , то преоб­
разование Т шлее'!' много церИодических ~очек. Jf:ndaл ·окруz-. 
нос'l'Ь 8 т/п =. { ( l; , 17 ) : '} = m/n } , r:це m/n - весокра-
'l'ИМая .цробь.цеJJ.ИКсм состоm- ·из периQIОtЧесюа 1'очек с периодСll 
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rt • Ус!'8ИОJПО18 Ч!'О при достаточно 6ол:ьmом n (--n > n 0 (m >) 

час'fь э.fих пеР11одических -rоче.к о6язасrмьно сохрани1.l'ся и для 
преооравования (4.Б), испшав разве .лиmь деформацию. 

ВведЕМ удоовое предс81'&ВJiение для преобразования 'Г в о.к- . 
. ( 

' pec!~OO!JI окру.аОс-rи sm/n • Пусn Ol(-r) и ~(~) - перио-
дичес.аве о периодам 1 rладкие ~уикцип вещес-rвеuной перемев­

вой ж • у.цоме'lворяацие яеравевс'I'вам 

а'(.ж»-(.W-(, (4.6) 

В о.крео!'ВОС!И fJ.m/n . окрJЖЯос-rи 8т/п. рассмQtlрим иоордина'J.'ВУD 
CИO'felly ( ~, Тf ) . t ОВЯЭ&JЩVЮ С ( « , ·1] ) фoIJIYJISМИ 

«:: i + * а(~)( mod 1;, 

11= ~ + ~ 71 +(~У~(~). 
(4.7) 

7пФМЯВу'lая окреО!'ВОО'l'Ь flmiп сос-rо.и из !'оче.к, для ко1'орЬIХ - . - е0 <1J ~ s0 , rде 

Ео= mi.n { 1, 1+ ~ miТi~' ?'JoC::r-1 -1;; mа,ж ~ } • 

Число s0 подобрано -rак, Ч'rо6н ОRрес-rность tlm/n содерzа.иась 
в о6дасп О < 11 < 11о • ПОJiоп81'еJIЬное · 1ШOJI9 '11 0 возьмем ~а­
uм MSJШll, Ч!'оdн мвсаество {<~,11): О< 11<11 0 j .содержа.лось 
в об.паоп опреде.пени.я · коордияатвой сио!емы (~, 1l) • ЧисJiо е. 0 
буде'! по.поапе.пьным, если · 

О < ~ '- т i n { 1 , 710 ( ( + eJ )- 1 
} , ( 4. 8) 

rдз с1 "> m. а.ж ( ~ j . 

\ IlyO'fЬЗE) С= mit~ { 1 D:1 D:'-cp1+1 D:1 D~2 ljJ1 } . 
. О~р1+Р1'2 

~ ,'f 

х) Символом D~ . здесь и дмее обозначается Частная про-
изводна.я по переменной ~ • · . 
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Лемма 4. 2, Суще·с'!'вуm пQJЮптеJIЬине пооrо.янвне n0 = 
::: по(_ с, т) и al ::z с 1 ( с' т) • об.ладапцие свойством: при 
n > п0 сущеС'rвуm периодические о период(Jll I rладкие фуик­

ции а( ~J и· ~ ( ж} , удовле':вор.mцие .-иеравеиС'l'вам ( 4. 6) и 

1 et 1 + 1 ~ 1 + 1 а' 1 + f ~' 1 < С1 , ( 4. 9) 

!ВКИ81 Ч'!'О преобразован.ив Т В координатах (i°, f}') ,. Введе&­
JШХ формулами ( 4. 7). имеет ~ · ( ~, ~) ._.. ( i 1 , fj 1 ) , r.ne 

t'1 = ~ + Т:: + : 11 + (1::) 4
71 F1Ci,11 )( mod 1)', 

(4.IO) 

В равевО'l'вах ·( 4. IO) а(~) - rладкая ф:vикцlЯ, периодичес.к~ 
с перИодом 1/n , 01 и F1 . - ,tJiадкие фуmщии, периодические 
с периодом 1 по. переменной /; ~ ·""8) 

До.каэаsrеJIЬство э'l'ой леммн помемим в и.овце параrрафа.­
Сейчас заtмеМс.я вн:ведеиием медсt:вий из J1емм:н 4.2, к&оащпся 
·периодических точе.к • 

. Лемм~, 4.З. Фувв:ци.я О(~) в равеис~ве (4.IO) обраntвется 13 

ву.пь по .краiЩfJй ~ре в д:JJyx р.азюа точках Е + в t- яа иитер­
ВВJiе (О , 1/п [, причем .G'(t+) ~о, O'(t_) ~О. 

д о tt а s. а '1' е л :ь с 'f :в о. Пуст:ь С(~) . ниrде в.е обра­
щается в ну.пъ и.пи обращае~-с.я в иуJIЪ !'OJIЬ1to в одяоl !'очке ин­

тервала ( 0, 1/n (. Рассмотрим хривую Г =- { ( ~, ~) : f} =О i • ,.., ,.,,, 
Кривая 2"Г определяется уравневием 17 = (m/n)lf О(~) • Эти , ~ ""' 
две в:ри:вые не меwштся при сдвиrе l; r;.. ~ + ( 1 / п) ( mod 1 ) • 
Они JIИ6o не переоекамся, либо 13 пoJiooe ! Е [О, 1/ п [ . имвт 
только одну общую !'Очку' поэтсuу одиа иs хривнх: r и ТГ JI8d! 

над друrой. РасомоТ"рИМ об.пвстъ 6J JЗ ~ , SВRJJl)чeJЩVJJ ~еж.,цу 

О~ И Г , тоrда ТГ 1будеТ 88RJШЧ0НВ Межд7 .d~0 :Я ТГ ,Из 
вышесказаlПiоrо о.педует, trro одна из оdлаотей 6J и 'l'IJ o-rporo 
содержится в .цруrой, wo протИворечит са.храиеюm преобразова­
JiИ~м Т меры с ttОJIЩИ'l'елъно~ плотностью. Утверждение Jiеммя о 
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знаках производиоl фув1щ1И G · сле.цуе-r из lforo фаиа, trro 
произво;циая периодической функции-не може-r ОЫ'l'Ь одвоrо знака 

во :всех иуJJ.ЯХ функции. • 
Ео.nи i 

0 
- вуn фувю:J.ИИ G ( g-) , то хак медуе!' из ра- . · 

венс'l'ва ( 4. m) • пос.педова-rе.пьнос~-ь {<~ 0 + k/ п , о > J , о ~ k ~ п - 1 , 
явпяе~-с.я периОДИ"ЧесRой· траепорией прео6-разоваиия Т с пери-
одом n • Так как фувкция· a<i> ЕМеет период 1/п ' 81'0 чис­
J[О периодичеоюа траеR'.l'орий:. по..лучаемых ~аким образом, равно 
ЧИСJIУ нулей фующии G(ё) на .итервале [О, 1/n [ • 06оз-
начим миоzвссrво эпх :rJ>80.R'l'opий , m/n • 

Jiew.4a 4.4, Миожес'rВО ~/n определено нallIDfИ построеJШя-
uи и вепусто при вСех n > п0 ( е, т) • МвоzеС'l'ва ~т;п при 
разша: m/n попарно ие пересекаmся •. 

д о и а э а т е л ь с ! в о. Первая часть т,rверждения 

о.ледуе'l из JieW& 4 .2 и 4 .з. Доitа:же:м mорую часть.Пусть ре 1Jm/n. 
Спрое,цируем точки 'l'раекто~ р иа ось ~ •. }СJШ ""nр~кции за­
н.умер'овать в порядке их следования: по оси- ~ : ~о , ~ 1 , • • • 

... ,t 7t-s' si•q, .как с.педуе-r""" из ( 4'. ;о) , преобразование Т перес'!'а­
ВJШет проекции !'ак: i;J ~ l;j+m(modn> . • Поэтому ~раекто­
рия р не. може-.r принамежать вика.кому 9Jт.Jn1 с m1/n1+m/n. • 

Дп.я к;~ой ~раектории р € --~/п определим числ~ 
~С р) = J G ( l;i ) , ,.., i = О , 1 , : .. , n - 1 • Оно не зависит O'l' 

t , 1'В.К как G (/; ) периодична с периодом 1 /п • Из леммы 

4.3. с.nедует, что в множестве ~m./n имеися две разные траек-
. 81'opmt Р+ и р_ , д.пя к6тор~ а(р+) ~о и а(р_) ~ а • С.педу­
DЩая Jiемма J1'.l'верждает:1 что тип (вырОждешый, ЭJIJШ11').'.ИЧеский 
и.пи· r~ер6о.личеСRИЙ) тJ)aeit'l'opИи р E"!Jm/n при доста-rочно 
6ОJIЬШИХ п ( п > п1 ( с, 1!1-)) полносrью определяется числом 

а( р), а именно: t-paeit'l'opИЯ р вырождена, ее.ли . а(р) = О ; 
rиnерболичесkая, если а(р) >О ; эJIJШП-rическая , ее.ли 

а(р) < О • Напомним, то опреде.лителъ llS'J.'PИI.Щ Якоби преобра­
зовани.я Т равен 1 . , поэ-rщу периодическая 'l'paeirropи.я с ~е­
риодоы п :внрож.цена, rипер6оJJИческSя и.ли эЛJIИП-rичес.кая в за­
:аисntосп owr знака s р dT n - 2 • Сш.mолом sp обозначаем 

CJreд матрицы" 

Из вшnесказанного ВЫ'i'екает спi>авед.тnэ0стъ ут~рждевия 
теоремы 4. 
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Jie•a 4,5, Пуо'!'Ъ 

i. 

, O~j6ti-1, 

- JIВ'l'рица Якоби преобразования Т в 'l'о,ке ({0 +(т/п)J, О), 
прияадпежащей периодиче01t~I _'fРве.ктори.и р е 6' т/п ·, ·~ 
с.пенная в координатах ( ~ , 11 ) ) •. Здесъ . 

ьj,=F1 (~0 +.~ j,o), dJ=af(~0 + 1;: j,o). 
Тоrдв 

- . 

Sp( Uп-1 Uп-11 • • • V1 Uo)=:~+(7;i)~ ~(IJ( nt+o(;)) , (4,rr> 
ЩJИЧеМ поототmая в оцеяке 0(1/п) запои!' тОJIЪКо 081' С и т. 

д о к а з а ! е л ь о IJ.' в ·о. ПОlоz.им а =(m/n)Jf. а х 
.~ U U UfO) л 8 

nре:;:авим( 1 j r: в +{;)lf ь/)~ J + 8а - (, 
0 

r:e) 
J о 1+(;:)'~· d.i ' 1 о . 

Тог.uа MS!'pИIJJI · .FJкоби всей· периодической -rраектории U = f1п._ 1 • • • 
л •• ·• U,, l/0 заnишется D виде nommaмa с·", а : 

и - и.(0) и.<О)и.(О) + J\ ~ и(О} и,(О) в .'rlO) и.(О) + 
- n.-1 • • • 1 о а .A.J n.-1 • • • l- 1 иi "-1 • • • о 

t=O · · 

+ ± &" )_ . ·~ п Cj 1 (4,I2) 
r'=.I } O~t1 < ii < .•• < i." .Е> n-1 j=O 

rде 
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пРwем эа корму ~pJIЦJi :afoporo дapJWt8 U = ( '; ~) . ;аС.110 
8 U В = m~ { 1 а 1, ~ ~ 1 , 1 У 1 , 1 ct 1 } • OцeИlll оrJШИчвнй чжеи в 
(4. I2). Так как uj0 

_- !'реуrо.пьвая lla'!'pJIЦ8, !'О проиs:ведеиие 
eux матриц 81&.ае lfP8JI'OJIЬИ8Я ма!'рица: 

' . 

(4.13) 

.а tu как 
"'ь(j1> m · (m)4 т (1) = - + - Ь· = - +О - · 
о . п n 'J1 п nlt ' 

!'О 
"'(jt ) ( 1 ) . ъ. == !!! ( i1 + i) +о - . 

\ п n~ 
(4.t4) 

lвадра~ lilS!'PUUI , В равев вуJШ. Пом<117 в CJllle (4.12) воз-

З8 



: ) . 

Из сое>!воmевий (4.IЗ) и (4.14). получ&ем оnеяа д.пя nрои&Ве.це­
ВИI, прИОУ'J.'С'!'ИуDЦИХ :в Э!'П М8'1'р.ИЦ8.Х: 
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{4.iб) 

Ава~оrичяьJI способом ПOJIYЧSilrcя оцеики для первоrо и в-roporo 

U&IJOB в правой час..rи (4.12): 

( 

Ш- (m)lf.ь 1 .!!!.+(т)4ь 1 . tt + n n-1 n п о 
(О) (l(O)uf.OJ_ , 

f{_t • .• 1 о - о 1+ (: )Jt dn-1 ". о н(!f!-)"do -

=(: т+ о(~)), 
1 + tt 

(4.Iб) 

, -
n-1 · n-t ( Ь . 

л "1 11(0) {/.(О)В U.(O) rr(O) л ~ n-i-1 
а ~ Vn-t• • • 1.-S &.+1" • 0 VO ===-л ~ tv . 

· i=O ' i·O d n-i.-1 

n.-1 ~(n-i)+o(L) (-~ (n-i)+o~bl)( ;(iн)+о(;1 )) i =а~ п п3 

1+0(~3) ( 1 +0(~3))( ';:<i+1) + ~(;3 )) 
. -

i=O 

... а(~)~ 
m(n+t) + o(J:_) 

6
":i11. ( n+1)(n+2)+ о(-1) 2 112.. 

n +о(~!) m(n+i) + о(__!_) • (4.1'7) 

2. n1 

40 



ИсПОJПtЭJЯ сооmапеииЯ ( 4. !5 )•( 4. Г7) и ус.иовие det(l'n_1 .•. !'1Ч>)=1, 
itO'l'opoe ВШIОJIИЯМ'СЯ вслед~вие сохранения uерн, .7;еrко ПОJ1УЧВ'!'Ъ. 
Ч!'О коэфtооtвеп 8 в выраzе~ши (4. 16). имее~r DИд 

h=-a(':/n+aoC11 ). (4.1В) 
Из (4.I2), (4.16), (4.17), (4.!5) и (4. JВ) с.педуе~r ~rребуемая 
формум (4. П). 8 . 

д о к а з а ir в л ь с ir в о л е м м н 4.2. JJ.Jiя иск~ 

фуикцИй oi ~ " по.лучается. СJiедующая СИС81'ема урав.rенвl: 

.:v(.r+~)-oe(.r)=: р(ж)+(:)3 А(н т;: 0t(~), ~~с~>) 1 

~( ~ + ':: )- ~(ж>.=(:1)3 {в( .1! +: О1(.1!), 1;: ~(~J)-c(x)} 1 (4.19) 

rде Д(.1!,у)=( 1+y)"t<f( ж, r;:- + т;: у). 

в ( ~. у) = ( 1 + v) s- 11' ( З! J ·'::' + т;: у) . 
Если Ol и · ~ ЯВJIЯJll'CЯ решениями (·4. 19)_.~о, ХВR лег.ко ввдеn. 
преобразование Т в коордива-rах (i, ij) , опреде.пешnа форt11-
лащ (4.?), maee!' вид (4.10)~ Будем искать решение сисlfемн 

( 4. !9) в 6ана.ховом пространстве С 1 х С 1 , rде С 1 - прос!'-
ранс!'во непрерывно диqхреренцируе:uш: функций, :uеРиод.ичесип с 

периодом 1 , с нормой 11 r П = mа..ж f ,f (~J 1· + n;f-Ж 1 f '(.r) 1 • 
Из струк!'урн уравнений (4.19) с.пе1з-е!', ~о at. - решение Dp8 

п > п0 ( С, т) ЯВJIЯеrся С~реше}Щем. 
,Введем в рассмО'!'рение оператор ~ ' дей&rвуоциl в с1 no 

формуле 

.Lm. 
с.~-1~ 

Э'!'от опера81'ор ике elf п со6с'!'веинш значений ~ L. = е п - t 
,.,.~ ' ' 

J;; = О, 1 , . . • , n - 1 1 и прос'l'ранство ~ 1 раЗJt8rается в пpJIQ'D 
сумму со6саrвеннш: ПодпрОС8.L'р8НСТВ по форму .пе f(.:e)= ~ f~( ~), 

· rде . Ot-b1an-_1 
п-1 .t · 

1 " (. j) -i..!L2t f1:(~)=- ~ f '1'+- е п • (4.20) 
п .... о п 

J-= 
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Пусtъ IJ и Р - проек!'орн.определеяяые равеяопами (Qf )(~)= 
= ~::11 r~(.r), ( Pf)( .r) = fo ( .ж) • У операi'ора Z Не!' об­
раtвоrо, во внрuение ~-J Q , '!'ем яе менее, имеет смнСJI, -r.e. 

· ~ odpa!'IDI яа поддрос!'раястве: 
n-f . 

( ;e-1Qp )( f) = 2: f~(.r) (4.21) 

t=1 • k 

• Оцевим ИOJllY x-1 Q • Из формуJIН {4.aJ) ОJiедуеТ,Ч!'О ~ f1t lf ~ 
~ 1 f ff , креме "oro, crk при ktO И n~1 fДОВJiетворяет оче-
видяой оценке 1 <f t 1 ~ 4/п • Оrсюда ПОJiуЧаем, испапьзуя (4.2!) 

~ .r-LQ ~ ~ ~.t • (4.22) 

Введенuе вами операторы пoзBOJUm'l' записать сисttему (4.I9) в 
с.педуl)!Цем. виде: 

~=(-W-)3.r-1Qв(.1!+~~.-W-~)-(~)2PA(~+~a, ~ ·ri), 
: °' =( ':)4

( ~-10).t в(~+~ а, 1:: ") ~ 
(4.23) 

(4.24) 

Из оцеики ( 4. 22) медуе'l', Ч!'О при доста'!'очно dольmом п к ои­

С'!'еме (4.23), раоааа"риваемой В С 1 Х С 1 , применим принцип 
caattыx м-обрааеиий. Функция G-(;r) опреде.1rяется з.atteu из (4.24) • 

. пр и 11 е ч а •.и е. Реэу.пьтатн этоrо параrрафа. о'!'иося­

uесs к теореме 4. nолучевн М.М.Двориннм и автором в совмес'l'-
воа ра60'1'е [IO] • · 

§ 5. Семейства иявариапных кривкх 
Помимо nериодичесКих '"траекторий преобразование Т облада­

е!' uвapиeJrrmam мвааествами ряда .цруrих типов. СледуЩИЙ ~о. 

CJJOZИocn ycirpoйo!вs после nериодiческой траек-rории тип инва-
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_vваВ'!'Щ)rо )180аеС'IВ8 8С!'Ь JDtВapRWlBSЯ эамквуrая JtpJIВ&Я. ИRJur. 
рааВ'1'В8Я 8ЗМКDу'18Я кривая СОС'f ОИТ из ОДНОЙ JtD В8СКОJIЬКП 

1tсмnовеИ'f, rоме скорфннх окружноо'rи. Будем· рассма-rрвва !'Ь !'ОП:Ь-
• 1 

ко r.падкве 11НВа~апвые кривые. О,цяоксuпонепвы~ ив:вариапине 

.кривые. как буде!' показано, все~да tlpИCJi'C!'вyvr в сжрес81'ности 

о~ , n-ROМIIOИSlr!'DЬle инвариаинне кривне - В llaJIOЙ окрес!'­

ВОСТИ ·периодической 81'раек81'ории с периодом п (рис. 12). 
Рассмотрим более 

подробно однокомпонеИ'J.'- Трежкоипонент- Однокомпонент-
UVI'\ инвар.иаШ'vmn imивvr. ,,,, наg ин8ариант- ные uн8aJJl''lнm-
UJ- -.,- ·-.1"' "- ", наg хри6а11 ные кри6ые 
Г • Преобразование 

ес'rь rл~й диqхреомо:Р­
физм охружносп на сеdя. 

Чвс.по вращения 1А (Т J Г) 
Of06p&JteшtЯ Т ' Г (СМ • 
. [ 34 ] ) , иоrоров в дав- s 
всu CJiyЧae моzво опре-

ДеJ!И'Ь р&JЗеИО'rВОМ Рис. 12-'~ ИнвариантJWе кривsе ва по­
верхиос-rв ~ • 

(5. I) 

вообще rоворя,мажет 6нть ках рациоИВJ1J;.IШI(, -rаи J иррацвона.п.­
J). Однацо инвариаll'J.'ине кривые Г ,для коrорш: J.1 ( Т 1 r ) 
рациона.пьио .ИJIИ иррациоиаJIЬио, во CJUППКOll хорошо аппрокСJIМИ-

руе-rся рациоиа.пъuшm чимамв, чрезвнчайяО иеу~ойчввн по м­

иошению .к М&111М воз"УЩеви.ям преоdразовавия Т • В ЧВС8lВОс-rв, 
.инвариаН'J.'вая кр~ с рацио~nнвм -ЧИСJI<* вращения rn/n црI 
возмущевви ое'Ацеrо вида распадае~ся на конечвое од;1ВВJtовое 

-- --
ЧИСJIО зJIJlinmlчecкиx -'И rиперdо.о:чесюа '!'раекюрий ,' чrо nрще-

мояс~рироваио в § 4. 
' 

*) Пред(Ul в рав~яств~ (5
1
1) .воеrда'существ1е~ • ве зава­

·сит от % € Г (см.(34] J. В (5 .I · пре.ппо.иаrаеu, ч-rо 

о <·s(т~+1 %)-s(т"~) < / 001. 

. ,... 



Будем рассмаi-рив8'1'ь иивариаН'lине кривне Г , ДJIЯ .кморнх 
JJ ( Т f Г ) Ве 'l'OJIЪRO 11рр8ЦИОН8JIЬНО, НО oCSJiaдaelJ.' ДOПOJПDl'ТeJIЬJnlt! 
.качесt-вом: плохо аппроксимируется рациональJWЩt чимами. Бо­

лее /lfо_чяо: dудем предпо.лаrа-rь, Ч'l'О µ(ТIГ) удометворяе-r бес­
конечной пос.педова~еJIЪности яеравенс~в 

. Ге 
lnJ-!-mf~-

nб8 
. ( 5. 2) 

В соотношении ( 5. 2) m' про6егае'l' все целые числа, п - все це­
.и:не ПOJIOSПeJiышe, fi >О, 6' > 1 - некоторые фиксированные по­
с81'оЯJШЫе. Corлacno -rеореме ДаВЕуа [ 40] яа . Г можно ввести 
"иорма.n:изован.вую" коордииа'J.'у ~ , в КО!'орой преобразование 

ТlГ :внrтtП;п как сдвиr: ~ ~ ~ + JJ-( Т 1 Г) ( mod 1) • Ин-
вариантяне RрИвые, которне будем рассма'l'ривать,ус'!'роени т~, 

Ч'.t'О яормалиэовавиая координата есть rмдкая .коордииа~а на Г • 
Если ИВВарИSИ!'ИSЯ кривая Г имеет n KOIOIOBelrl' Г j , 

О ' J ' п -1 • .п;ифреомоJХ»Н!iХ окруивоС!'И, то можем рассмОО'ре.ть 
преобразование '!' п ва едкой из JТИХ компонеЯ'J.', которая буде'!' 
иявариаН'l'яо~ относительно тn, и все, скаэаJПiое· об одноком- · 
поиеJrrИой кривой, повторит~ и в ~том с.лучае. В ФОJ!t11Ле (5.I) 
вмеС\'о s -надо ВЗЯ'l'Ь произвольную коордива':у на компонеnе 

Г , МОИО'rОВНО мевяпцуюся при обходе Э'l'ОЙ ItCUIIORell'l'H, :ВМ0С!'О 

loO 1 - приращение указаияой координа-rн при однократнсм оdхо-
де .ttОМПОНеЯ11'Ы • 

И1mариаИ'1'Юlе хри:вые описанноrо Dида сущес'rвуют. как пра­

амо, ве изолированно, а семействами, .ttаждое из RO'l'opюc явл.я-
1 

е!'СЯ разрьmншr множеством -rипа канторо~а. Членн семейства име- ·j 
• PUtftКЙ свое число вращения, которое rJШдRИМ о6разсм изме­

~ '!J'И перрходе о!' одного члена семейства к JI1)'YТC'JW1 и 

уд~~ет условию типа (5.2). ·Дыры в семейС8rве связаны .с 
р8Юf83&118Ш звачеIШ~ чима вращения. Семейство иивapиall'f­
mrr. ltJP8МS (t'Очвое определение этого пон.я!'ия_ dyдetf дано яае) 
ЯМЯ8'tМ daaee сстесsrвеНИЬ1М объектом по сравнению с одной ин­
вариа~rJОI JSрХ]Зой. 

Ввe.J{tW обоэНачеиия 
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П= IR1/ZxR1 , Па,ь= IR 1/Zx[a,Ь], 

п t = lR/ .z х ( Е n [а, Ь] ) • 
а,~ 

здесь IR1 
- миохес'l'во всех вещесlJ.'веmшх чисел, Z - мяожесrво 

всех цета чисея, IR 1/Z - одиомерНЬtЙ тор, ИJIИ окружнос-rь (хо-
, fopyJ> будем о6озnачать танже 6уквой 8 1 ) - факlJ.'ор-rруппа ад­
· ди-rmзной rpymш веществешшх чисе.n по подrруппе цеJIЫХ чисе.11. 

, [а, Ь] - З8МКНУ'fый Шl'!'epвaJI в .1R 1 , Е - по.D)Шохесеrво в lR 1 • 
Пусть П' - одно из множеств П , Па,ь ИJIИ П :.ь . ОпредеJIИМ. 
прео6разовавие То: п'-... п \ ФOJUYJIOЙ (~,у)~Ф c~+y(mod 1), у). . 

Рассмо~им диqхр0С14орфизм Т : JU -..J11 , rде JU. и .UJ -:Глад­
кие двумерные мноrоо6ра зия, JJ с JU1 • ДЛя кра'l'КОС'l'И диtfфеомор­

физмоu ~-зы:ваем rладкое взаимно однозначное ото6раже1mе с ~е­

яулевым якосsианс~а, не о6яз~е.лъно ЯВJI.ЯDЦееся ото6раж.еиием 

"на". Будем rовориъ, 1П'О дифреаиорфизм Е: Па,ь ~ J,I, 
опреде.ляе-r семейссrво иввариаН'l'ннх: ( О'!'Носnельио отображения Т) 
кривых .о числами вращения из Е , еСJШ множество 2 ( П4, ь ). 
инвариашно о!'носкте.льно прео6разования Т и 

..., -1 т t"""I 1 п г т 
i .:. о ос!!. а,Ь = о·· (5.3) 

Множество Е ( п:,ь) 6удем назива'l'ь семействсм JDr.88-

pиe Н'l'ВШ ItрИВЫХ. 

В мн~естве Па.ъ каждая 01q>ухяость ви.riа .sJ х { у} яв-
ляется инвариmrrной относиельно Т 0 • Сужение Т0 ва э-rу ак­

рухнос'l'ъ ·есть сдв~ на у. Из условия' {5.З) сдедуе~r. что об-
' раз '!'а.кой окружнрсти при у€ Е .f:IВЛЯе-rся инвариwrrf ой О!нося-

'l'елъно Т гладкой кривой в JJ. с чиСJiом вращени~ ,рав~ !/. 
PoJIЬ множества . Е ,цалее 6уде'!' играть инажество Е6~, ~ , 

состоящее из всех вещественных чисел, удовле,.-воря.пцих ярв}ме­

-rическому ус.повию ( 5. 2). Мера Ле6еrа u:в:ахества ·Е 
6 
ff n [а, Ь ] 

ПОJIОП11' ель.на, е CJIИ 'l'олько имерваJI [а) Ь ] пе стПпкоu ка.и. 
Приведем сценку ,цля меры Лебега :э~ого кножаст:ва, спра:ведпЦJJt 

при усповии (f > 1 для .лю6оrо иmервала (а. ъ j • 

*) ~ело вра_щения определяется однозначно по ntod 1. 
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. Jiемма 5, r. 

( ) ~Гe'tr 
mes Etr,fi1n[a,ЬJ >Ь-а- 6"-i (Ь-а+2Ге'+1). (5.4) 

д о 1t а з а -r е л :ь с ~ в, о. J.Lycn ] ~, ~ [ - произвсщь­
шd оrраяичевmdt оrкрЬll'ый ишервал в R1 ~ Обозначим сmmолсн 

. N( OJ, ~) ЧИСJiо цеJIЫХ rочвх. привад.лежащих ] oi, fJ [ . • Эп 

тОЧКJ1 crrь { [ oi ] + i } , 1 ' i ~ N < а, ~ ) , поэто&W 

N(Ol, ~) < ~-OI +1. (5.5) 

Ч81'о6н ПОJlуЧИ!'Ъ 11Ноаес-rво Е~, ff n [ а, ь] ' надо вы6рОСИ'l'Ъ из 
ИК'1'ерВ8JI.8 [а, Ь] O!'.кpll.t'нe J1Ш.1epвaJUi 

z ] т ,г;::r -tr-! m Vi ·-~-1 [ 
и = --yen -+ €n m,n п . ' п 

(5.6) 

дr.я всех пар цета: чисеJI ( т, п), п > О , оd.падающи~ овойе!'вом 1 

т/пе"] а - fE1 п-е-- t, Ь+ '(81п-е--t ( • Число N п ИИ'.L'ервало:в !m ~ 
с фиксироваВШАI п коиечко в равно N(na - \· €1п-:-8; пЬ+ fё'n.!~), 
ч-rо в силу оцеяв:и ( 5. 5) меиъше п ( Ь - а) + % (!' п-tr + 1 • 
Следоватез.сьяо, сумма А1Ш11 :внбраснваемнх ИВ'l'ерваJiов менъmе, чем 

00 . 

· ~ 2 (ё'п-6-1( n(b-al + 1 }'Е п-·е- + 1) ~ 
~ 

n.=1 

'2fi'(Ь-a+ЦS'+:1}t(б)~ :~ ( Ь-анiе' + 1), 

по дае!' оце11К1 ( 5.4). • 
Сущес-rвова:ние семейс~ инвариашкнх.кривнх NIЯ вшryRJioro 

\ . 
бИЛJIИарда бу:цем уаrаваВJIИВS-r:ь, применяя сформулироваяиуm виzе 

-rеорему, в кo-ropol rоворится о наmrчии l!'a~x семейс'l'В для пре­

образо13аиий, С1лизюа к Т0 • В этой теореме раосмМ':рИ:вается 

црео6°разова11J1е . . т: па, ь - п ' определяемое формзламИ 
(.z, У),_.. (~1, YJ): --

-Р1 181 .r< +у+ ve f( ~,у)( rrtod 1), (5. 7) 

. У1 =у+ еg(ж,у). 
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в вЩ>ааешuп (5. 7) ЧИСJIО Е €] О, i [ • функв;ии f и g rJISД-
JtiiS .ua fla, ъ и .удов.nе~ворJШ!' оцеШWI 

( 2- 26+5' )3·~((1+2)-1. 
3(б+ .2) 

26+5 
i- 3(~+2) 

+ 1 • (5.9) 

Воо6ще rоворя,прео6разовавие вида (5.7) моим- яе р~ъ ни од­

вой·Иивsриаяrиой кривой. Дпя примера .ц~~&'1'очво рассмО!'ре!'Ъ 

с.пучай f == О:, g = ,8 > о • Ч1'о6ы исКJ.Wчи1·ъ !'акоl •свое• по пе-
ременвой у • сфоJ14Улируеu уС.ловие: \ 
(oi) Образ при mo6pa&eIODI Т mо6ой r.ладкой кривой Г , зада­
ваемой ,равнением ви,ца у= v( .r) , -J:t: s1 • пере~еиав!'ся .с г • 

Теgрема 5, (о· семействе иввариаИ'l'ша .кривы1:). СущеС!ВJИ 
ПОJIОП'!'е.пъине посто.яивне d'0 , с1 и с.а 1 завистцие тохько т 
б' • 1'SКИе, чrо преобразование Т: па ь -+ п , вцаваемое 
форuуJШми ( 5. 7) , имее'!' семейство ИЯварiаИ!ша криввх с ЧВС.Jrа-
ми вращения Jtз 2 ~ « , eCJIИ: • 

I) Т удометворяе!' уСJiовию (а) ; 
2) функции f и g у;цовпееrворЯМ' оценкам (5.8) с d'~ ct

0
; 

З) )'е < ~tn { ~ -tб8-1, ( Ь -а)( с1 +6(1-.~-1 ).-1 ! . , 
Эfо семейс'l'во иввариаirrинх кривых опреде.пяеttся nффе<11ор-

физмом Е: па:', Ь' .__.. Па.ь ,В К~8'1'иоi записи имещеl 
вид 

( .;,11) ..-.(~ +U(s, 1])( mod 1)i.11+ V(~, 11)), (5.IO) 

ПрИчем еправед.ливн оценки 

а<а'<а+с1(ё,. Ь-с1 (Ё<Ь'<Ь, t. (5.11) 
. Pt•fi•1-n 

. \~:1n%iu\+(ГeT1\n:1D~V\< 01 ( fi:ГPa/-.- 1 
•, (5.!2) 

о ~ Р1 + PJ' 1 · · 
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Локаза-rельеt.rво '!'еоремы 5 содер.zится в rл.4. Се:йЧао полу­
ЧIDI из вее следС'!'ВИЯ~ касаIJЩИеся сущеС'!.'воваяия семэйс'l'В ивва­

риа~rrmа: кривых ;ttJIЯ прео6разо:ваШ1я Т: ~-+ ~ 

- Рассмотрим преJtце всеrо МSJIYIJ окреС41'НОС!'Ь. а Е - в ~ • 
В коор;юпиrrах (~,у) , определеяных фо114Улами (З.9),прео6разо­
вавие, RaR СJiедует из леммн З.4, имееtt вид 

(~.у).-.. ( .ж+ y+y3 a(.r, y)(mod 1), у+ у4 Ь( ~,у)), (5.IЗ) 

r.ne а и Ь - rладкие фуtiкции, ПР.риодические по пере~.tеввой ~ 
с периодоМ 1 • Сле,цущая лемма является вепосредств~I:ПIЬIМ 
обобщением леммы 4. r. 

. . 
. l{емма 5!2,, Рас<21аrрим преобразование П0,у0 _. По,а (а >Уо) 

определеявое ФOIUJJloй 

с~. !f) ...... <~·+у+ ym+ia(~, у)(тоd 1), y+ym+:l ь (~у)), (5.!4). 

rде ·m~ 1 .": ИВ'.l'УРМЬНое ЧИСJiо. а и Ь - гладкие ка По у фymt-
' о ции. Замена перемешnа :xJ = i; + 17m и ( «>, у= 17+71т+1 и(.;'), 

rде u(Jg) и v(~) - п~риодичес.кие функции, определяемые из 

уравиеЯИI 

и'(~) = и( Е;) +а(~' О), 
1 

. u'(l;) = Ь( i;, О) , · 

·приво~ преобразование ( 5. f 4) .к mщv 

(1;, 'l)t---(l;+ 17+11m+.ta1(~,17)(mod1), 71+17m+ 3b1(.i;.,17)). ·(5.Iб) 
ПримеПя.я лемму 5.2 нескоя.ько раз, можно при:вести (5.IЗ) 

х· виду 

( 
f' + k - Т' + 1 + k"' 1\ ,_ 

(l;, 17) t-• ~ + 17+17 ° а(~, 17)( mod 1), Т]+ !] 0 b(i;, 17);,. .(5.17) 

rде k - проиэвалъноо целое полоЖИ'!'е.льное чИсло. Рассмотрим 

прео6разо:ваяи.е ( 5. 17) в хОJIЪце П .1 в 
8

, где 8 - достточно 
маnое пОJiапrельное _число .Паложимt €= 9 "', f (/;, '1 )= e +r(o+k ii(~, 17), 
g(l;) 11) ::: ё -J 11 r9o·t- j + k ь ( !;, ' rr) • так определенные фующпи удомет-:. 
ворsmт при доС'l'а!'очно малых g условиям ( 5.8). Мн видим, Ч'!'О 

к преобразованию ( 5. !7), сужеmюму на П!е1 в , при достатоЧно 
Jl8JIНX 8 применима еrе<(Рсма 5. ВШiол.невие условия (cv) ооесnечи-
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1 • 

вае-rс.я: ам:ичием иивариаитиой меJ)И dm и иеподвьвой компоиеи-
. тк края d 1:0 . ~ ttршлеаяя '1'еорему 5 и испольв:r.я формуJJИ ( з.'9) , 
пмучаем oлeдyJOUtyio теорему. 

1 

Теор.ем& 6, д.Jiя JПООнх; tJ"> 1 , k->2 " в .mdoй Окрестиос..rи 
д ~о оущест:вует щэмейс'l'во иввариаJl'l'НШ[ оmооwrмько Т кривнх 

с ЧИСJ18М$! _вращения ИВ· iS;e"'• n [ О1 в. ~в ] •· Здесь °' < р - пo­
JI~eJIЫIНe ПОС!'ОЯНИНе, f) - ДОС81'0~0ЧНО маJ>.ое ПOJIOЖИ'l'eJIЬHoe 
чиСло. В коордиваwrиай,сиотеме (s,~) ypamieime кривой из и~ 
ro семейства имееt вид 

c1S; p-111(1Jds -~+'l'и(.t, ";, 
с" p 1~1(s) atnf -· 11+.ч3 v(I&, '1), ,{5.m) 

'l fi Е ie/.t n ( oi в, ~ Q ] , 
6', 19 

Здесь и и ь :.. rладкие фуюЩЮ{. определевнне в о.креотн:ости . 
d~o ~ 

§амечвgе 5. *• Из, Jiet&U:i 5. I мещrе'l', 11'1'0 при k > -i ·мера· 
Лебеrа мна1еотва E.._ 81t:i1. n [ oiQ, ~в ] положительна •. EC'fec«r-

. веIШой м~рой на Е Sшл.яееrся иивариаlt'J.'Ная мера clm. Поси~ 
ку опа еквивалет~ мере Jiedera ка ~ , ПQJJУЧ9ем. ,.Ч'lо преоб­
разование '1! для ащуклоrо бимиардА вс~да имеет оемейО'rва. 
инвариаш~ lфИВ.ЫХ: nnцо»rrельиай меры. d m. 

В общем t\JIY1l88 мера мяожеотва, s811.fl'.i'oro .и~mариашШlМИ 
кривыми, может окаэат:ься малой. По.кажем, wo ecJIИ о6ласт:ь Q 
близца· .к круrу. !'О оущест:вует с-емейс.1':во иивариаВ'!'ннх кривых:,·• 

, запОJIНЯRJЦее множес81'во меры d m ;· dJlКз.кoi х т ( ~ ) = R. f d '1 1 • 
11ус'1.'Ь ~rра:вn:ение rраницы области gt. в пол.я:ринх КООРJtИИ8Тах 
( R, С(>) иМее'!' вид • . 

R;:: R0 +а h( €f ), (5.19) 
• 1 

rде R0 > О, h - 2п-рt:фИодвчес!tВЯ rJiaд.itaя фующия, е - матd 

ПолсЖИ'!'ел:ьНЫй nRpaмe'l'~. Пре~разояаиие Т дп.я odJiactrИ Q 6 

будем изуча'l':Е: , исполъзу.я ко~дииасrиую сиоsrему "( s, О-) • · Ваnом-. 
Нi'М, Ч'.rО о6JIЗС!:ЬЮ определеRИЯ Э!'ОЙ координа'fВОЙ САС'l'еМЫ ЯВJIЯ~ 

~ел все ~ (см. §. I). ИспОJIЬ~уя уравяещ (З.I) •· (3.2) .• 
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1 

'вМ'рудяо ДОR8З8!'Ь СЩ}.црщуIО JJ.емму. 

Ле•а 5, З, При дос!'аlfочно малом s ( s < е. 0 ( h, R0 ) ) 

преобразование Т ДJIЯ обпасm QE в координатах (-s; D) имее 
вц (в,~) ~ Cs1 , ~1 ) • rде 

s1 =s-2R0&'+ef(s,D,s)~odf d~ f, (5.20)1 

' . t1 =&-teg(s,~,E), - j 

f •В - rладкие функ11ии, µериодические по s с периодом 1 дQе l;i 
произвотше Коt'орш л:ю6оrо порядка оrраIШчены постоЯНIПDlи, не 1 

i 

зависящими o.r е • ; 
.Цпя тоrо Ч!'о6ы а преобразованию ( 5. 2Ь) примеЯИ'l'ь теоре- ~ 

му 5, иормир~ перемешше, пмаrая 

(5.2!) . 

f = ' ag.,i-1 d';61 f' л ~Ro tfo €.1 
"1 g= 1д62tl с g. 

(5.22) •: 

в ~ыражешшх < 5.22) "0- <t0(б) - чиСJiо, фиrурируоцее в фарму-
лировке · !'еоремы 5,e1i]O, 1( - ~помоrатеnmrй параметр,_ 

с· mdж 1 ~~ 'P1-\2R )-Pi{ 1DP1DP1.f1+2R 1 D Р1DP.ig1 '~-. 
o.L'o +о ~r. е о s t о .. s {)-
~ r-1 r.t ~ о . 

s;& 
В иовых пе~еыенша: преобразование Т имеет вид 

( .r, у) i-( .r+y+Ef (,;e,y)(mod 1), у+ е g( х, у))' ' ( 5.23) 

л е с 
rде е=--. _(5,24) 

" . е1 ~о . 
F.cJl1I е ма.nо, lfо•можем примеяиlfь к · соо-rвошешm .{5.23) 

!'зорему 5. Ус.попе (cv) вш~олнено, -rак как преобразование Т 

сохраияе!' меру dm. По.пучаем СJiедующуl) -rеореМу. 

IegReмa ? , При е < 6'1 (6) s 1 /С дпя Оимиарда/ порацев-~ 
яоrо OOJl80!'ЬJ) ' 2е , сущес~·.вуе-r .се~ейс~во иивариаН'fша. кри-, 

/\ 

ша с uс.памк вр"1ще:J11.Я из Е б8, 1 Т , rде е onpeдeJieиo ФOJllY-' 
жоl (5.24). Э~о семейе!'во эада~-rся mображевиеu 
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1 

'и' f ~с €~3Ctr+.2) 
1 ~ ..... .i 1 , 

• 
J.. 1 1 

1 
и' 1 ~ ~ е 2 + 3(б8+1J 1 v' f < с ~ э(е-+.2) ') ""'" 1'€' 1 ) '1) """ JC1 : 

# (5.25) 

' 
Постотпmе с 1 и с.2 в з'!'ИХ ФOIМYJiax эависЯ'!' '!'OJIЪRo О'!' б" 

и с • 
Оценим меру множессrва · в ~ · , занимаемого ИН:вариаН'!'ЯНМИ 

-~·~ ' 

.кри.внми семейства, получаnцеrося в теореме 7. Из Jieam 5. I , 
сдедуеrr, чrо 

теs( и;,Jtn [с~., 1-с~]) > 1-const·i :
1 

'. (5.26) 

Из соаrяошений (5.25) получаем oцeltt(y для якобивяа: 

1 

D (s ~) 1 о Q l.t , . . 1 ~ , 
--' - - i < const · s1 

3(6"+.2) е (5.2}') 
D(~,1J) 2R0 • 

ИспОJIЬзу.я (5.26) и- (5.27), по.лучаем при ."·.ос-rаточио маJШХ s 1 
оцешсу .цпя разиосm мер всеrо ~ и множес-rва Е .зшtо.пнея­
ного иввар11амш.ми криввми: 

m( :2>- Z) ~ const · 1'f . , (5.2.8) • J!i 
В оценках ( 5.26)-(5.28) co_nst. завиСИ'!'· ~олько о'! С , ·R0 и 6'. 
ECJLИ s/s1 доотаrочно мало, то, .как nоRSзнвает оцевв.в (5.28), 
ин:варiаmяне кривые· запОЛНЯ11r бOJIЪl!Iyl) час-rь ~ • 

Как уже отмечалось в н:аЧале пара:rрафа, в мв.пой окрес81'-

5I 
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1 

1 

иооm·пераодвчес.кой '!'раекrориа odщero 8JШИПi'ИЧеокоrо ~пв 'С 

периодс:u п аметоя n-ш:мпоие Il!rJUie ИВВSРJI&R'l'кнв RpиВJie. д!IЯ 
!oro чtоСSн ючн:о c»oPМJJJIPODa!'Ъ ооот:вето'f1JУПЦУJ) ifeopeмy :в ое­

мейС'!'~"С ин:вариаИi'Вшt криJНХ, дА1О1М опре.цапение п-комп:аиеН'l'­

иоrо оемейсlfва хнварваНi'НJD арвmа. Будем rоворпъ, Ч'l'О иаоар 

ottoctpaaelШЙ i J i n" .• -. Е , · О ti J ' r& " j • опрвдвме'.1' 
n-компонеlr!'ное аемейС'l:во вваараавtQНХ { о-rиосwr_в.иьво цреоdра­
зовавил Т ) крnнх о ЧJIOJJtМI вращеqu иа 1 , вс,.пи: 

I) ДJI.Я каидоrо J отоdрценве i J еО'lъ двфРе сморфизм 
МИО1[6С'l'В8 Па.,• иа i.J( n4 • ) ' nричеu мноаео!ва 2J ( n о, 6) 
при раеянх J ие nepeoeкlJ,;0111 

2> т(tJ(п.~" )) • IJ+Hnt•d~)( "~.• ); 

3 > ~ - t • g r •1 I ·n, " { 1 d , 10• о , j " п- i; 
j+ Hm()ll"J ~ •-• '1'0 • ea.d J • n-4 , 

rде .Jd - 'l'оад~оr:ввпиое otodpaeuвe.Hldop множео'I'в { ij(П:,,), 
О' j ' п - i } бу:цеы нааwиъ n-аОJ;mоцВш!ШМ семf;)йотnом t1ива-
риа'!r.r1ШХ кривюс.ОчеЦl\,lfо. trrO каадое иа мио~кес'l'в SJ ( n:.) 
ЯВJUie~CSJ семейсТSЮМ IЩJapйaJВIOfA .кр11151:Р[ OTIIOCJrr.l'eJIЬf:IO f • ·При 
n=t з'rо опредемщие превращается в о~еделеШtе семейства и~­

вармаmннх ItplВНX, дааиов на о·.45. 

Пусть i 0 - периадJttесаа.я rочаа с nе}Jаодом п , прина,ц­

.nежащая о6щ8МJ ЭJIJIИnтичecJtoмy тиnу. Это озиачает ( ам. § 4) , 
1 • 

чtto в маJiой окрес'!'носtt.1 : 0 ьеется коордвнfi'ТJШя система (~,у) 

с иачм0м в 'fo'llte .i0 • :в ~орой преоriзОв~:ние Tn itt.tee'r 
вид (4.1). Вводя по.лярнне координаt't~r-= ~ +v • y=arcstrt(t1e/tt), 
nо.n:учаем СJiедующее nредс-rавлешtе д1IЯ 1'" в oкpecsrнoG'l'И z0 : 

( ,.., <р) t-• ( r +·О( rJN+ 1), ~ + О1 + ~~я+o(riN+lf)) ·, ( 5. 29) 

rде N - любое ПОJiожительное ЧИСJJо, ~+О • Перепишем э'l'о ' 
преобразование в коор,~nrнатах ~ = _L сп 11~ -1."2 + ~ : 

21t т' j 111: ~/1t . 
< ~. ii > ~(~+ 'l+(тi- 2~ jн f'C 1;, 'JXmod 1), lJ+ ( 11 ~ 2~ /+ 1g(€:., т/)). 
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:в зависимости от энВRа ~ • Преобразование (5.30) лишь немно­
rим отличае'!'ся <1.l' ( 5. r7). Применяя !re же аргументнt Ч'l'О и при 
внводе теоремы 6,_ получае~;~едующую теорему: 

Теорема 8. Для тоdых fJ > 1 , k>.I в любой онреС'I'лооти 
перио)Ulческой траектории odщero эJIЛИПтического ~ипа с периодом 
п имеет~ п -Rомпоне1~ное семейот~о инвариашны.х кривых с 

числами вращения из Е 1е11 n [-О!_ + а1 Q, ~- + a.t. В_] • 
. tr. в 2.1t 141t . ' . 

Здесъ а1 < a.t - не равные Ц}ТJ.lЮ постотm.ые, sig n ai = sign р, 
tJ - ДООО'SТОЧЯО МВЛОО ПOJICЖИ'l'ttЛЫloe ЧИСЛО. 

В эаR.Лючение сделаем одно общее .ЗttМечание. ю:iсающеесЯ 
структуры инвариантных множеств преобразования '1' в случае 

"общей" области. Еу д~ назяватъ п:Реобразование Т: ~-+ ~ :интеrри-

руемым, eCJIИ ~ с !'очносты> до множес~ва мерн Лебега RyJIЬ по­

Rрн:вае~ся конечным набором семейств иввариантннх кривых (чис­

ло хоМпоиеит можеr dН!'ь тобое) · с чимами вращеЮiя из R • Пр~­
оdразование Т ( ИJ1И Т" ) . яа 'f 8Ка'\1 семействе coIIpJDteнo кооому 
сдвиrу (~,у) ~(.r.+y(tnodt),y) ·на .. мольце Пtt,Ь • Пример8Ю1 .. 
интеrрируемнх пр~образований .я:в.лтотся преоdразования Т для 

круrа (см. § I) и эJIJL.чnca. Нwшкие .цруrие иримерьi иirre~ye-' ' . . 
моrо преобраз~вания, свяваниоrо с внпу:клой о6Jiаотью, имеющей 
rлa.цtt'YJQ rРавипу,,rавтору не изветвн. С дРуrой стороня, для об­
щей. oбJiaosrи преобразование Т. яе ЯВ1Utется ИН'l'еrрируемнм, !'SJt 

как .mrrerpиpyeмoe пр'образоваШJе· имеет мноrо . :вырождешпа перио­
дических. трае~торий,. а. По опреДелеВJШ ·оеsщей об.пасти (см •. § 4) 
их у соО'l'ве'l'ьтвующеrо преобразования Т dlh':ь ке дOJWlo. в / 
случае оОщей о6лас'l'И в силу -rеоремн ~ преобразование т име&'1' 

мноrо эJ.WШmчео.ких и rиперСSОJIИчесКИ% периодит~еСЮD.': rоЧек. ках 
ппхазывают раоомо'lрени.я § 4, эJШИП-rи11еские !'ОЧКИ, о.круиевине 
п -.комаонеитJµМИ семейсЩ1ЗВМИ иива:риаитнШс кривнi:,rиперб03IИЧес­
кие то1ШИ, усi'о:йчИвые и it~ус-rойчивне мяоrо~dраsия Rmop.нx 
травсверсальяt, .переоеКаmся, образуя. эвцrrаJШуJ» сетъ, возви.ва­
m в каждой щапи JDD6oro семейс'l'ва иli:В8риаmюа IфИВl.iх, оr~ча-~ 
ющей рационаЛьасму ~нат~еиию числа sраще1D1я. Дп.я общеl об.п~с!'и 
JJce семейства иявариа!l'l'юа: кривых dyд;y't иметь 'fа.кие JQeD ,JWI 
Rаждоrо рациона.щ~н(')rо значения чliCJJa вpautemrя, и их С'!'Роенве 

пр.и6.11ИЖенно изо6ражено ив рис~IЗ~ 

3BR. 47· IJ 

. _,. 



/ 

В окресеrнQс~• rиперdо.пической периодической 'i'раеК'tориИ 
возшаеi' rJЩер6ОJIИческое rmвариашное миOJtecwrвo (см. [I, 2]). 
Неизвес~•ио, существуе!' ли ДJJ.Я преобразо:ва!(ИЯ 'f rипербо.пиче­
ское ин.вариаН'!'в·ое мвожеmво пм~еJIЬl.iОЙ меры Ле6еrа. 

P.lo.IЗ. 

6 

°'1'poeНJJe иива:риашнuх мнОжеств на поtерхнdС'l'И Е. 
ЧаЪtъ 1 изображена сверху в ;уве.шчевном виде.В свою 
о'lередь част:ь В изооражэна справа в уве.личеняом,,-ви­
де. ЭТо-r nроЦесс ~оано цродОJIЖать до бесконечности, 
ВСхрllВая вье баnьmую и большую CJIOIOiOC'fЬ КВр'l'ИНН. 

Не amumчeнo, Ч!'О семейства инвариан~ных ~вюс:,опреде­

.1ешше .в •~см параrрвре' З8ПOJIRЯJ)T вс~ ~ с 'l'ОЧНОС"!'Т)Ю до 

мвQЖео~:аа мер~ иуJiь. 
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§ в. Неко'!'орне ФО!*УJIН, связа:нине с оемеlС!':вом иява­
риаН'J.'nнх кривых. Мера МНОJtеС81'ВВ, З8ПОJПlеВЯО:r0 

инвариаН'l'JП&tИ торsмв 

Материа.п э'.l'oro параrрафа имеет вспшогm'елЫUiЙ харак'!'ер. 
Здесь бY'llrt ПОСi'рООНН ВВ.Р:О'l'орне фyИltЦIDl 1 В 'rеJКИНSХ RОТорНХ В 

следуЬЦИХ двух rJiaвax будет выражена асимт~:ика ·ооб9!'веИННХ 

. чиоеJi опера1l'ора Лапласа д.п.я обпао!И Q , а ttакже бт.цет дока­
зана !'еорема r и внчислеиа ишэариавrt~я мера мяОzеоt-ва·в фа­
sовш прос-rраистве потока St , sапОJJВ.яемоrо ceмelc'lВt11 ив-. 

вариаминх торов, ооо'!':ве!'с11вуьцим семеlтву ивваряаиrинх хри-
• вых. 

llyC'l'Ь набор ?!'ображеНИI EJ : Па,Ъ -+ 1;, О ~ J ~ п - 1 , 
опредз.п.яе11 n-хаwпокевтиое семеlо!'во иявариашвнх kрИ:внх с 

чиолами . вращения из Е • Доопре~JJИМ 1 при J == -1 и . J = п • 
ПОЛОIОIВ 

" J 

з--1 ( 4 , 1J) = Е п-1 ( 4 - '1' 11 ) , ~п ( «·~'t)) = !о ( 4 + 11 ' 11) • ( 6. !) 

Тоrда при -1 ~ J ~ п -1 буде'! в~ОШIЯ'l'ьо.я равеВСi'ВО 

(6.2) 

_в раосмО'l'реВиsа: э!'оrо парвrрафа .качес!'Во мвqzесi'ва Е яе и:rpa­

e'l' pOJJИ. Будем· предпОJIВr&lfЪ 1 Ч'l'О мяоаесlfво , Е .зам.кнr.rо и ве 
содерЖИ'r рацsоиапьинх чисел. ОrоюДа, в чаотяости,медуе'l', Ч!'о 

множеот~ 3J~_Па.ъ> Э8МЮ171'Ъt • ие пepeceR8ИOJI с d~ • 
Приведем описок оСSозна:чеР..иl, которнх б'Зд~ .цалее приJiера-

ватьоя. 
-

I) r:<1J - оdраз оКрJпоС!'И 11== c~~nst при · отображе-
м '1 • О 1 1 Г lfn-i Г (JJ Е НИИ ~ j , J = , , · • • ' n - ; fJ = J=O fJ • CJDI 

11 € Е n ( а J ь ] ' '1'0 r '1.. - JIRВ8pll811'1·d8Я . ltpJIB8Я . опоси~ 
но nреобразоваии.я Т • 

2) Дн.я xaz,цoro i = ( '~' е) € 1: CJDmOJIЬI е(%) •. е ( %) 
обозначат СООl'Бе'l'С'rВеЯИ°' П~РБУD~ • вrор~ It<IOIOH81ri.'H .% • 

~(z)~ ag · - еДИЮiЧШIЙ вelt'rop, ие ~аВJiев.вd :во ввеmв:ос!'Jt 

1 



t 

О ; Hne(z) о6означае81' ориеН'!'иро:вiниую прЯМj7Ю в R1 
, про-

х n'IМIПVln через 8l'Очку Ot( ;z) В иаправлеНИ:И е( Z) , . . 
~- п 1 . . 

З) ФJ!Ксируем некО'l'орую · окрестиос!'ь множества UJ=~ Еj(Псr,ь), 
ве пересэкащуюся с д ~ , и. рассмотрим в вей для Rаждоrо 

crER.a. координатную сис-rему (Н(ж),~) (см.§ I). Уrол <р 
CSyдeu отсчитывать о~ некотороrо фиксированвоrо ·направления. 

Координаты ~очки t обозначим Н( ж, z) И «р( i) • 
4) ·z_; (~, 11) - '!очка цовв~иос'l'И ~ , ~аяся обра-

зом точки. (4, 'l)c: Па,Ь прI1 от~ражении ~j , -1 ~ J' п, 

a!J('&, t]) • Dt(~(4, 1])), Bj(~.' 71) = e(z_;((, '1)), 

Jl.i ( :ж:,1;, 'ГJ)=Н(.Х!, :1j(&, fJ)), <fi(li, '1)= cp(zj(r;, 1J)). 
В декарttо:вой С:ИС'rеме коор.цина-r· ( ~, у) • :JЗ которой ось ~ сов­
~адае'l1 с напраВJiевием Ч' . О ·, 

ej (~, 11) = { соа Cfj~i, ']), sin~j (1&, 11)). 

Введем ортоrона.льннl ве.аор · 
't . 

nj(l;; 1J) = (- s"a.n 'fJ (С, 71), со& <fj(-, 11)), 
б) В коорДИiiа~иой сио'fеь,е · <s: &) (сМ. § I) -rочка· ~((,1J) 

изо6рааается парой (.вJ. (~, 1}), ~(~, 1} )) ~ . 
. 6) тj (4, ТJ) - едиИИЧШiЙ .вектор, касате.пышй к ag в точ-

ке :ICj ( € , '11) • Фllиоируем :цекоtорое псщОЖИ'l'еJtьиое направиение 

00.Хода о!2 • ВеК'fор 'lj(4,1J) И$Ip8JP10H :В ПОJIОЖИТМЫIУJ) О~Оро-
иу. . 

OnpeдeJIИJI ва6ор фуJ!КциИ 

'!;<~.;ir*, l;o,4, 'J) = s:
0 
Hj (at*, 'i. ', 1]) dcp(t', 11) + 

, . + (•-a.*,'ej (~;17)), О,· j' п -t. . (6.З) 
Ииеrриро:ваЮiе в (6.З) ц.ррисход.IИ' цо uе-р~11еиной, .J5'. Внражевие 
ц.ца (о, Ь) • rде а и 1а - ~ексюрн, обозначает здесь и да.лее -
обнчное С!i8ляриое про.изJЭедение векtорQВ а и Ь в евк.пи.цовом 
пространстве. Фуiшци.я ~ ~ ( ~ i -~~о\1&, 1}) не .яв.лЯе'l'ся перводи.: 
11ескt'й функЦ11еl переменно2 t , т.е. как функция 11еременншt 

~' 1} не 61.Пеаr однозначной на Па ь • Коrда переменная ~ 
~чоаим на едm111ЦУ• к Ф~ ~(а,~·,~0,~, 1}) прибав­
JI Si8!CЯ Ч11 С.10 



. 
", 11>= si 1{1<•*, ~ ', 1) > d9'j< ~', ">, (6.4) 

о . 
кморое при 71 fi Е n [а, Ъ] ие завиоn О!' •* • j .Независа­
uос!'ъ oa.r ~* CJieдye8r ив -rаидес!'~ ( I. З). НезаВИсшюС81'ь ar j 
ОJiе.цует из с.охранения прео6раЗQ:ВЗНИем Т мерн dm и еле~ 
щеrо rеоuе~рическаrо смысла ве.пичины ~(fl) (pxc.I4). В с.пучае 
несttольких .компонеR'!' ( п > 1) · чис.по ~ 1')) равио (с -.roчиOorbl) 
до знака) ив:вариаlf:l'ИОй мере облас!'и, оrраничевкой Jmdol из 
хшпоиеш ·иввариаВ'l'НОЙ хривой r 11 .в Е • в СJJУЧВА ОДИСЙ ИOll- . 
понеИ'!'ЬI ( п = 1) 1 f!'( 11) 1 ест:ь мера odJiactta, оrрапчеяиой 
иивариашиой кривой r'l 1 и JUПШей fi' = 7./2 • °'1'ме"'511, tfo пр11 
1) f Е n [а, Ь] правая час-r:ь ( 6. 4) , вообще rоворя, аавасиlf Of 

j • 
· Из , ет~ раосма1рени1 

uazso сд~мь :аахвнй дJiя 
д&JIЬиейпuа pacc~eшut вн- .n..__..._....._ _____ _.,......,. 
вод. о '!Cll• ~о So( 11) t- О 2 

и сохрааяв!' SИ$t при всех 

11 е В ~ [' а, ~ 1 • ~6-
рав СОО81'ВМ'С81'ВJЩИМ ойРаза.а 
opиelrl'aliШ R2 (напJ.)авдеиие · 
olfcчera 111ц Ч' ) • можно 

. r", 
n?1. 

, Г112 
n•3 

l:tl 
1 
1 
J 

доСSп:ьсщ ttoro, чrо 6'(17) бу,ц~ 
ПОJIОЖИ'rельвw. Кроме ~oro, 

df(t)}f d'l ::;::д и сохравям­
зиах nрИ всех 'f}E i' n [а, Ь]. Рис. I4.reoмe~ecкd · ~с.1 6\:'l). 
Э'forr фalt'l' яВдюэ-rся с.педс'l'- . 
вием -roro, 118.i'o S:J - ди:lфt"'ор<И!зu Ли ь ва +~(Па,•). 

ОnредеЛИN фуЮЩ1Ш Q ( 11) ; · '1 Е f, n (а, Ь J фо:рq.иоl 

( ) 'Ч'"'n-1 *. ) 
Q 11 = ~j=O Qj(~ ,lto,1)' (6.5) 

f 

(6.6) 



1 

1 Здеоъ по определевиl) 

$_1 <~ t ae*t'O' l:., ')) = Sп..:1(ое, ~*, l!o,~ -17~ 11) • 

7dедиМqя :в IJ.'Oll, что правая ЧВС'!'L (6.6) IIJHI 11 Е Е n [а, ь] ив 
ЭUИСИ'!' О!' ~ • Для Э!'Оrо »!АИСJIИМ прои~водную 

дQj ( · dsJ(~ 1 1)) 
д~ =- ~;(~, '}),e;(~,17)-ej-1(~, 11)) а~ + 

. . 
( ( . ) / . dyj - dЧJj-1 ) 

+ ~*-oeJ ~' '1 'ti,;\~1~) di"° -nj_i(~, 1)) о~ -

н·< * 1; ) а%. * , aff;,-1 . - J ое" ~11 а~ + Ff.J_1(flt .~.11) 
09 

• (6.7) 

ПервнА чпеи в энражении (6.7) ·равеи нуJШ, -rax ках веиор 

. eJ(~,1])-~_ 1(~,~) в ому закова о'.t'ражения ортоrокапеи к ~Q 
в '!'о~ zj ( l;, 1l) • Преобразуем остацпиеся ЧJiенн, восnОJIЪЗо- -

_ вавmиоъ !'ождес-rвом (I.З). Получаем 

dQj · . dfj . Of:·-t 
о~ = -~(:iejClt,'1);!;, 'J) а~ +~_/а/~,17).~,17) а~ . (6.fЭ) 

oda члеиа в правой ,чвmк (6.8) равны иузm ~ CJt1r:f опредмеИия 
фующп Н(а,2-): '!'очка oe_;(~,fi) леЖИ'!' ва Пвреое'!ении 
ttne(zJ(J;t17)) и tine(%_;_ 1(~) 17)) • 

• Покажем теперъ. 11'!'0 пра~!ая чвоrъ (в. 5) ив зввисп О!' ае* 
и -о. Для этоrо совер1ПИ11 и cpue ~6.5) tiрео1разование АбеJШ~ 
ПOJlf'llN п-.2 

· Q('J)= J~ ( ej, 98j.j._г•j)-(en-1,:ie*- 2п-1'>-

" " 

"-( ~ч.' :io*-•o)-S H1t-1<•~t~'I)) dff,н(I;~ 11) •. 
"-1J . (6.9) 

Иопоаьзуа формулу ( I.Э), преоdраэуем правую чао'f~, ( 6. 9) к ви-

113 . ' п~ . 
«1))= ~ <гj,*j+c~) +< еп~1·0!0-~1)-S ~-!.<аео~.7]).~~ v)dc-rп-i~: v>. < 6• ro > 

J•O t-') 
ПОСJ1едяее внраиеиие nохазнвает, Ч!'О Q(q) не зависи!' 01' ~* и 
Lto • . 

· Фуикцп ~f]) и '1(17) б~ иrра'l'Ь сущес'l'веииую pOJIЬ 
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в 'f&К вазнвае1ЩJС "ус.првилх кваиовавия", с поJЮею ко'rорю: dy~ 
де-r пос!'ровпа аеими'fо\wика серии ообствеиюа чисеJ1 опера'l'ора · 
Jiап.паса В OM8C!'JI Q , О!'В8Ч8Ю1118Я .Ц&ИИОllJ .семеl:о-rву ивва­

рИSВ'.l'Вlа .крю:'НХ• По.ясяим recue-rpaчecIOJI 'CllНCJI фyJUШ.d it 'J) и 
(J( 11) В .:JiyЧae t КОrда Q - Rpyr • В В!'ОМ CJIJЧ88 ВСЯ ПОверх­
ВОС'!'Ь ~ p&OOJUUIВ88'l'CЯ В8 ИИВ8рИ8Н'1'Шiе кривuе Г "l , fl € ( 0, 1 ) • 
РассмО!'рИМ семейство прямшс Line( z0( t;, t})) • При фи~tаа­
роваином 1} Jllleeм одяопарШ4е'!'ричеокое семейо-.rво прm1нх. име.-

ще~ оrибаilцую к71 • которую вазо:в8м ка'rсПRой. Пус!'Ь ра;о;вус 
круrа !d ~вея Ro (рис.15). Тоrда К8JО!'Ь8 к~ бy.netf коя­
цеН'!'рической охруаиос!':ью с радиуссu ~о 1 cos 'lt'J I • Фувкщп1 
~(f)) и О( '1) JI8Гlt0 :ВНЧllСJIЯIО!СЯ: 

'( 11) = 2.trR0 cos 1tfJ, 

_ Q~ 11) = 11t R0 si,n nт)- .t~fo 1J cos1t.'J. (6.II) 

При 11е (О, 1/2] виачевие ,(fl) равно 
длиюэ цvrи кауо81'DИ К ,значение' Q(~) 
- сумме дп11и о-.rрезков At и ВС мицуо 
.iлива Ц'YI'JI · о!'J)езиа каус!'ИКИ АтВ 
(см.рвс.Iб). 

В CJ11118e семейства иsвариа~r.rинх 
.кривых, dJIИSUX R краю Е , к&Jtдой ш~­
вариаяrвоl JфQОЙ r ~ !'В.КЖе соотве-r­
ствуе!' к8усrика Kq , ~ функции /tf}) и 
'2(1}) имет авадоrJСчннй rеомеtричес.киl 

смнс.п. То же самое можно сказа~ь о се" 
мейО!'ве иltВариаВ'l'ных .кривых д.пя _сJJуЧая 

06.иасrИ, 6Jiизк~й t круrу. · 
Кцдая иивариа~вая кривая семей-

ства { Г ~} 1)Е En [а,ь 1 ес81'Ь пересече-
ние иквариантноrо О'lИОСИ'l'еJIЪНо потока 

Рир.!5. Пояспевия 
К· BНЧJJC.XВ­
IOIJ) ~('1) • 
Q(t)) ,цu 
круrа. 

S t двуuерноrо ~ара ~ в прос-rгавстве Z с поверпос-rЫ» 
2 • В !'ерминах фувк.ций l'CrJ) и Q(11) м~ выразаlfъ иквr,.а­
Ш'ВУЮ меру dM wа.ества в 2 , эавn:1емаrо о6ъед1веm1ем · 

1 

иuвариаRrвш !'аров { ~ ~ fJ~En(a,Ь] • Преuе чвu ФOJIQ'-

\ 



• 

/ 

.провm.':ь соо-.r:ветств~е У'l'Бврадепие, приведем .цомза.теJIЬС81'ВО 

пвариатиостЯ мерн. оdещаБиое в § I. 
~ 

д о к а з а lf е JI ь о 'f в о · '!' е о р в м н I. РаеСМО'l'J)ИМ 
ва Z 1tоординатную систему ( ~, у, ер) { ct.!. определеЮtе хооР-
дияа'J.'вой сис'l'емы ( ж, у, <р) н8посред"'1'венно перед форму-ли- . · ~ 
ро:вкой 8.reopeмu I). Пусть (~о, у 0, fPo).€ l И (~J, Yl~ <pJ) = 
= .8t (~о, Уо, !f o). Доста-rочно доказать СJiедущее утверждение: 
eCJIИ t.> О' (.ro, Уо, ч>о>f 'Е, ( ~g, yJ, f{Jg) J ~, то 

D( t t · t) 
:х!о, Уо, lfo _ -= 1 

. D(~o, Уо, Cfo) • 
(6.12) 

Рассмо'l.'рИЪf два с.пучая. 

1) ОтрезQК траек-rории, соединяющиЙ ( ж0 , Ус ,lf0) с <~i, yJ, Ч'J°J 
ве пересекает .· ~ • Тогда очеm:дно 

~g = ~о + t cos 'fo, 
Уб = Уо + t stncro' 

'f'J = 'Ро. 
J • 

Равенсnо (6.I2) проверяете.я прямым вычислением. 
. t t t 

2) О'!'резок !раекtорщ~, соедиияющий <~о, Уо, ср0 ) о (~01Yo1<fo) 
пересеЕае-r один раэ nо:верхиость 11 • Рассмотрим в малой <>R-
рес'fвости !'ОЧКИ ( ~0 , у0 , <р) коор.nиввтную систему (Н: l, rp) , 

- ~ 
ПOJloaltВ • 

Н = (~-ж0)stnff - (у·-у0 ) cos<p, 
, . . ~ 

l = (.z- ~o)(;OSf + (y-y0)~inc;p. 
Очеви.цво, что D(H, L, tp)/D(.J!,y, tp) =.1 • АвалоrиtJИ!W odpaзorvt рас-
смо!'рИМ :в МаJ!ОЙ ОКрео!'НОСi'И ( ~' yJ' tpJ) хоордииаt-вую сис-
-rему · { 'il, L, ij) , ПОJIОЖИВ . . • 

~ 

Н == ( ж-~3) stn tp.-(y-yJ) cos<p, 
•N t 

l = <~ - ·.rj) cosff '+(у- у0 ) sttнp, " 
,,,, 
f=:lf • 

Ее& !'Очк'а · . % с коор.nиввтами (Н, t, ~) доо't'а'l'~Ч110 близка 
К Zo t 'lO % t а $t .z0 бJI.изка 1t %~ = ( 0, 0. ер~) • Обозначим 
(Н~, т;' fft) хоордиВВ'!'Н z t • Ови ЯВJJJШl'СЯ футtциями. ocr . . . 
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t /{, i, 'f) • Jierкo :виде!'ъ, ч-rо QВЯЭЬ ( iit, ~ , ~t) о ( Н, l, lf) 
вмве~ au 

"' 
(6.IЗ,) 

lt = F(Н, Cf) + t ~ l, 
rде F(Д'f) не эа:виаи'I' or l и t , а Т - прео6рааова~е, 
высекаемое по'!'оком Б't· на поверхность Ж, • ВЬ1J>W18НИое в JIО­
ка.лышх коордИнатах: ( l/(ж0), ff) JЗ окреоtяОс~и z2=(.i-0 ,y0,~ 
и (Н( ~:), 'f) в окрес'i'ЯОО'111 i! ~ ( жt, VJ, 'fJ) .Tmt как 
мера d т = r.lH с.1 Ч' иЯвариаиа отяоспеJIЫ10 11' , lf O 

Dc~1y~tp~) дс.х; Y!lf't) 1 IJ(fi.v,!J '1 n(н,VJ,i> \ 
. (-1) ·(-1) = 1. 

D(io,Yo,!fo) D(ff, l,(f J t JJ(Н,q>,l) · JJ(ж,yt'f) . ·. 
z& io z, 

В случае нескОJIЬКИХ пересечений поверхности Е оttредеJIПель 

(6.!2) ес-.rь произведение иeCROJIЫЦtx oпpeдeJDIТ8JI0Й 1 1<81UtRЙ IЭ 
кО'lорш: равен единице. 1 

.. 
Пус'i'ь { Г 11 i '1 н· nr а, ь J 

в z , r11 = ~ n Е . 
- семейс~во ии:вариа11rвsх !q)И1зых 

\ 

Лtэмма f3, r. 

м( u ~) = \ . S Si'( 11>dQ(11 ) ~ Q с 11 > d 't 71 > • . < s. 14 > 
1)€ Еn(а,Ъ] El1[d, Ъ1 

Прежде чем доказ1:mа'1'ь цепосредс-rвеино .пе~ 6.I, .введем 
еще две фуmщии, связашше с семействСN инвар1uнrr~ кривых: 

D ( lf/ ~,~, 11), <f;· (l;, ТJ)) .. 
~( 11) = D (1; ' "1) - . 

(6. I5) , 

n-t 

l(E,, 7])= L ( ej(~~ 1j.), •jн(~,71)-oaj(t;, rJ)) • fб.16) 
j-0 

Независимос'l'ь правой час~и (6. I~} от х след.уе" из· равевr-ва 

. ( !.4), незавзсимосеrь О'1' j при ~f Е n [а,Ь] · CJieдye!' из (6.2) 
• 

:ti того факта, что преобразование Т сахраняеt меру dm -

бI . 

\ 
,_ 



== dUCDto) d'f' • Отсnпа же медуют равенства " 

D(~(ae,~,'J),lfo~,fJ)) _ D(H"(:itJ;.,fJ),<pn(l;,f)>) D(H0(~,l;+ТJ, 1}),(f0(~+1J, 17)) 
D(~ ,''1) - D С 1;, '1 ) - D (~ , 1J) 

JtO!'~Iie доказывшrr яезависимос-rь правой части ( 6. 15) 081' ~ при 

11 Е Е n [ а ' ь J ' -rак .RSR предпОJIОЖИЛИ' Ч'l'О Е СОО'l'ОП ·ИЗ 
иррациовал:ьша 11Иоел. . 

ОrМе'.rИМ, Ч'l'О l(E;, 17) >О и ~(17) сохраяяе-r знак. 

Jiемма в12. Имеm ~есто Фоi>мулн: 

d~ б0(1J) = - :lJ(fJ) ~ 71е Е n [а, Ь) , (6.I?) 

d 
df] Q(17)-1JI0(1J) ~ 1]€En[a, Ь], ' (6.IВ) 

~(ti€EMa,ь/Т.J· \~lъ l(~, 1J)~(f]) d~ d91 \ ,_ . (6.19) 

S i(~, "))t;/i;= Q("])+11fJC11) пр:v. 17€ Е n [а, bJ • (6.20) 
о 

Заме'rИМ. Ч'J.'О Из совокупности формул ( 6. !'7)-( 6. 2lJ) следу-

е!' :J'lВ8PJfft8ИИe'J1eМ.Ш 6.t, поэтому ДОС'1'8'1'0ЧНО до.казатъ лемму 
6.2. . 

(6.2!) 
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'· 

Ч.Пеин в первой С:\''14Ме (6.21) равны нyJIЮ,'l'SR как njl(:rj+f-zj).· 
ВЫЧИСJIИМ производную по 1J в последнем члене, . испО11ЪЗуя lfоа­
дество (1.З): 

f Hn-1C:ic'o(I;, ")},~', f'/) = ( ~oCGo, 1'/) ~:о • nn_it; ', 17 )) + 
~ ., . 

\ . 
~ ' 

, + 
0
°

11
, Hn-1C::ieo(l;o, 1J),!;', '11

)\ • (6.22) 
fJ'- J) 

ИН!'еrрируя по- ~' , ПОJrуЧаем выражение для помедиеrо ч.иева :в 
( 6. 2I): 

~ ~ . . 

-s д~ Нп-1(Жо(I;; 'J),G', "])Dli,<fп-t(~', 71)d~'=-("t'o(f;,1)) :~о ,en-1<l..,11}­
E..-"7 , 

. -t ; 

-en--t~-'1),1}))-S :,)' Hn-1(~$.,ТJ),l;~f() dynd~~ТJ) dl;'. _(6.23) 

~-1) f fl'=f) 
ИRrе1'рируем по чаС'!'.ям предпОСJiедаиЙ члев в. (6.21): 

t . 

-S Hn-1Cao(li,17),~~ fl)D~,D'l<fn-1(~~ "J)di;'= 
&-~ . 

' ~ 
= -Hn-t(ж~(G, fJ}A, 1J) D r/f п-1'с;_, 11>+ S D4,Н•н ( ~~(/:., fJ )~; fJ}D,,/fn-1(~', 't'J) dl;' • ( 6. 24) 

~-11 . 
ПодС'l'ав.п.я.я в (6.21) выражения (6.23) и (6.24). ПOJrSЧВell 

- n-fl • 
d Q ( ~ ) дCfn-1 '1 { · d-S.;+i dsi ) 
dtJ = nn.-1,Жo-Zn-1 О'} + ~ ej,'t'j+1 д'l - ~ df/ + 

J=O . 

( 
дао дSп-1) ( д.sо · 

+ е"н, "t"о д') -'t'n-1(J~ - °"о df) ,en-1{i;, 1))-' 

. .) ~ , d'f -1 ~ 
- en-1Cl1.-11, 11>1-Hn-1CжoC~, 'l]),~,fJ) д n S·~("))d('. (б.26) 

1l С-1 
Все ч.певн ~ (о.25), кроме последвеrо, в cuy раЗВUI пр1rЧ1D1 оо-
кращаmс.я. ~ первоrс • предпос.педвеrо равна вуD во.аежсr­

. вне· -rаадес-rва ( I. З). Сумаа Чnеио:в, кроме первого • JD1П uое­
Jlедвих • равна 
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~-l . . 
~ ( dsj+t .dsj ) · t:Js0 L ei,1'J+1 а -~j-d + (-t:~,@-1) ~ -· · 11 i1 un )=О -1 ·1 

. п-1 · 

( 
Jsn-t _ 1'1 dsj 

- "п-1. е,нJ a'I - 4. а, ( 'tJ ••j-t -ej)""' О; 
J=й ' 

!'а.к как вектор- ej_ 1 - е.; ортогон~ен rранице в точке •i в cи-

Jl.1 закоп.а o'!'pazeНJJ !J.. ' · 
~ Перейдем к, дохазате.льотву· формулы (6.!9) .ИнеариаН'l'инй i'Op 

f,; разрезается пов.ерхноотыз 1: на п · ч.ас'!'ей, RВJЩВЯ иs 
!tO'J.'OPЫX rCldeOМOpPИS .1 t х [ о ' 1 ] • в ооотве!'ОТЭ.ШГ с Э'l'.ИМ вое 
мио.иес~во U11eгnc'1;ЬJ~ разбивается иа ri ·частей. которые 
оd9зиачим 'lj , О ~ j «: п - 2 • Миожео!'во ~ состоиу из всех 

7очек :tE: z ; Имещих вп.ц ~0 ..i0 , rде -to6' ЕJ(П~1 )с~ •. 
t 0 ~ О и ~ .11i 0 ; 21 при :всех tEr ] О , t 0 ] • 

Таким образом, .ка~ому 26F ~ ооотв91.l'ствует ~ = :z0 (:i} Е" Е , 
такое, 1!.ro · .i ~ Jt.

0 
•о·. йсно, что· . 

м( V ~)-~
1 

M(1j). . · <6.26) 
'if J•O . 

Для внчиолеШ!.я М ('j) ооспмьsуемся координатной системой 

(Н, l, 'f ) , .11спаnз~ваниой nри докаеательс-rве !'еоремн r. Так 
au D(Н, l) rp)/ jJ( .-,·у, 'f) = 1; · 

1 

. ' 

t r . ) D(Н. rp) 1 , . . 
== J J J ~i+J(t;, 1) )-oe/{~,1J) 1 • , dt, d 11 • 

п' ~ . D(~;1J) 
сt,Ъ 

(6.2?) 

· СмодЫвая равеисwrна ( 6. 27), ПOJ.ГJЧaettf формулу ( 6. !9). 
Переlдем .к доказзтельству фо~J1н (6.20). Из виражениi 

(6.I6) а (6.9) СJiедует, ~о 
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Z(G, "}) - Q(17) + 1- Нп-t (:k!~~~ '1)dCfп-1(~~17)+ 
l;-'f} 

+( en-1C~,1J), ~n(~,fj)-ae*)~(en-!(~-~' f}),oeJ.l;-1],fJ)-m*). (6.al) 

ивтегриру~ < 6. 28) по 1; , имеем , 

S l (t;, ~) d~ = Q(17)+ S[l .Цн(2*,~~,11)dсрп_1('1;~ 'l])ld~ • - (6.29) 

о о ·~ J 
Меняя пор.ццо.к ИВ'l'еrрированяя в двойном ИIJ'l'erpSJie в правой час-

ти (6.29), получаем, что этО'J.' ~еrрм ра:ыАя 
• 

t . ~~, 

S Нп_/r.*,~', 71) d91п_ 1(4~ fJ) S d~ = ~~tJ). (6"ЗО) 
о ~' 

Формула (6.20) медуе'l' из (6.29) и (6.ЗО). 8 

Заи •. 4? У 

. :;.... 



r J1 а в а 2 

ГJiаввuм OC:Sъer.rau, рассuа!'роаемнм :в э~ой книrе. ЯВJLЯе!'ся 

спеир вадачи Jtltpиus д.11Я о~ра!'ора Лапласа :в BШIYXJIOй оrравв­

чевв:оl odлact-JI Q с: R .е. • В СJiецупцеl rлав8 буду'!' пос!l'роеян 
~аак вазнваемне юзаэимодн, -r.e. "nрибJJ:вzевине внрааения" м.я 

соос~:ве:нинх фувяцd эtой_эадачв. Квазимсщн в определеииом смн­

с.ие аппрохоашруюtt спекlf.Р операrора JI8ПJI8ca. В иасfояжей ае 

rаве dуду'!'.сфорuу.uроваин ооиовине onpeдeJieшtл, связаюше с 

JС88811МО;ц&МИ, я :выясвеин О!ВОJDеИИЯ, С~8НВ81QИе .ltВ8ЗИМОДS со 

сnеиром. 

§ 7. Cilep~op Jlaп.uaca 

Пу~:ь g - проиввwiъиая оrравичевна1_1 oбJiacn па циосхо­
сп с rладкой rраницей d'8} • Вве.цеli ие~оторне о6озиачения: 

О = Q U д g - &81ШКавие 06.пасти . Q ; . 
CQ) - прос-rраиспо всех иепрернвинх иа Q фувкций, прини-

118DJ1Х КОJ8LQJШВВе эвsчеии.я; 

C:<Q) · ~ пpoc'lJ>&КOtf:&o всех аецрернвянх; функций на &1 , рав-
яи 11J.1D на д'1 , обла.Ца~ иеnрерНВЯ№И про.Jзводкш.m .цо 
иороrо порядка atCJllJЧUeJI:ьиo во ВllУ'fРеКНИх '!'очкшr О , nриче11 

,". JIРОВЗВОАНН8 дОПJСкат иеnрерквиое nродоаевИе иа Q ; 
L,i(Q) - I'ИJIЬберюво проСIJ.'}>а~ово ко1ШJ1ексиови~чша: изме-

РIDIКI фуюсцd ив '1 , ква.цраr 110.Q"JIJJ ко'!'орых ИН'fеrрируеu по 
upe Jl&tбera ва g ; cu.upвoe проиsвеДеиие в L:i(Q) sацае-rся 
фopмf ;iol 
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~ ' 

~ (~) - оанахово проС'J'реис'J.'Во, соСi'о.ящее ив всех ме-
меН'!'ов L.2 (Q) , имепцп o6o6щemme проиsводине (по Соdолеву) 
всех :видов до moporo nорндка ВКЛIJЧИi'еJIЬн.о, такав прия8ДJ!еаа- · 
щие L1 (О) ·; ноJ;М& в Wf( '2) определяе!'ся равеяОi'вом -

1 иlw..t(g)=[ssfiи11+l~l~+I :уиl\ ± д:-~~ j 1)d~dy] 111 , (7.2) 
2.. g ~ t Ь=t а. k , . 

{ ~1, .1!1) = (~,У); 
~10(,Q) - подпрос'!'равство в И'ast( Q), я:в.т.uшщееоя замн-

иавием ':в яорле щ,.t(&!) мвожео!'ва с:< Q). 
ОпредеJIИМ оператор Лап.ласа Л в L .i (g) CJie.Ql)ЩIМ oбpa-

saJJ. 06лаС'l'ыо ощ,еделения опера!'ора д ЯВJI.Яelfca W,.10 ( &?.) • 
Еми и Е Ws~ ( О ) • то ' . , 

Ли==~и+Lи. (7.З) 
. d.жt dуд. 

.Цемма 7, ! 1 Опера!rор д ЯВJJ.Яе~Ся самосопряаtеmшм: O'f}>JЩ8- . 

81'еJI:ьно определеиtПR оператором в rиJIЬtSev.roвoм пространс!'ве 

L.i(!d). 

До.к~ЗатеJIЬОi'ВО ЭТОЙ ле•н можно И8ВП8ЧЪ;ВВпрJJМер. из ре­
зу.пь-rатов хниrи [ !2, rл.m, § 9 ] • 

Из теорем ВJiожения Codaneвa c.ieJIYe!', что оператор -Л име-. . 
ет 6ескояечцvю поСJ.tедовИельвос!':ь ПОJIОЖИ'rеJI:ЬЯНХ ообС'!'веяянх: 

чвоап, стремящуюся к dесжовеч:яоми. СоотВМ'с!'вувцие им ообс!'-' 

вешmе функции, !'.е. функции цtе ~~() ( Q) , удоВlе'lвор&-
щие ураввешm. 

(7~4) 

И уСJIОВИЮ нормировки r 

1 . Uk ~ L (g) = 1 9 ( 7 • 5) 
. .i 

образуm поJЩУЮ OP'l'Ol'OиaJIЪиyIO сисttему.. . 
Пусi'Ь N( .л) обоз:вачае'l' число ообс'1'вевннх Ч1ОеJ1 (о 1четом 

кра~вости) оператора -д , попавших в •В'!'ервал ] О, 1. [ • Широ­
rtо извес"на фop~Jf.a r. ВеL1Я [ ~6, 4 7] : при А -+ + со 
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N(J.) = ~л +о( "(.i"'togл). (7.6) 

Здесь 1 ~ 1 - мощадь 06.пac'lll Q • 

. . 
В Э'.ro.t пвр~фе буква А о608иачав'f про~воJIЬвнй самосо-

враевввй опера!'Ор :в оч081'яоuерясu rИJIЬ6ертовоu npoc'l'paяc-rвe 'll, 
норму и cJtaJUlpиoв nроиаведевие в ко!'оро11 6yд0Jd ооозиача'l'ь со­

О'fВМ'се.r:вевно симв~ 1 ~ 1 , ( · ) • 06Jlacn опредеJiеви.я опера-rо­
ра А оdозЩJЧИМ через Ю (А) • В да.пьнвйших I1рИJiожеии.ях в иа­
чео'fве А бfдeil · ctpa'fь оператор Л-aDJiaoa в выiiукз~ой oб.пaC'rJI Q 
со ЗИЕUС<аl мииуо: -А. В а!'ом QJIYЧae 1i == La(&!) 11 Ю(А) = 
= W,,~ (~) .• CJieдfnцee ·вuе опреде.пение uриопосо6J10яо дu 
эJLJПOIПчeoux опера'lоро:ц на двумерmа wоrоо6разиях и обJизс-r.ях. 

1 

JLпя мяоrообразий • об.па01'ей размериосп п .ц:вумерную цеJ1очис-

же1ЩУ1.1 pe11&t1ty ~е:цуе'! SВllЗВПЬ n-мериоl, и noкaзa'l'eJIЪ -2 в 

(8.4) a~tfl'IЬ ва -n • Бу.це11 рассма'lрпать lfРОЙКИ вида 

{ А) l и Pt l(~,11Je-л, { лР'l l(р,9>~л} , - <в," i) 
r.це Л 1а ZxZ - dесконечяое По.цмноа:есi'во .JtВУ116РВОй це.почис­
леяиоl рев~u; { U P'I Jcp,q)EЛ - семейс-r:во ЭJiемеио:в из 0(А) , 
параметркsоваивое t-очками <p)q)EA; { .лp4 J0)1tJfA - семейс'fво 
ве•ес'!'ВеJDIЫХ чисеж. · _ 

Пуо~:ь ~ - по.101Dt'fельиае цeJioe чaOJio. Ceueйct-вou кваsимод 
пор.я;цка ~ ДJIЯ опера-rора А 6удем яа~ЫВМ'Ь ~ойку цца (8. !), · 
ecu CJllt8C8f ВJИ U00!0.8JIВ8Я с > о ~ такая, что :ВШIОJlНЯЮТСЯ ве-
реекоtва 

1 (А - .Лрq) U Р111 < с( °У p~-11t )-~, (8.2) 

1 ll JJ(f 1-t < с (8.З) 

.uя асех (р1q)еЛ · • 

1-< UM1' iJP#.'.t_) \<с( ~i~ V~t+citJ" (8.4-) 



Jil1Я. всех (р1 ,q 1 )€Л, (Р2,q1)ЕЛ, . (p1,q, 1 ) =F (p,i,q,i). ЭJie­
мeirrы Upq , вХодяпще в семейство .квазимод, в· соrласии с· тер .... 
мипмоrией, предпожеиной в.и.Арвол:ьдом [6] , будем шззшзать 
g:вазимодами. В ·следупцей главе dY'Jl"!Т IIocтpoeШ:I семейт~ва. ква­

зимод для Qператора Лап.ласа в вIOiyitJioй облаС'l'и. Эtrи построения 

0пирамся на результаты первой rлавы. В оставшейся части дан-· 

яоrо параrрафа будет раэ.ъясяено, Raxoe отношеяие .ква~одн и 

чиСJIВ .tpq. .имеют к соеiс'rвешшм в~~орам· и _собствеН:ннм числам 
оператора А • · 

Теорема 91 Пусn самосопр.вжевный ortepaтop А имеет ЧИО'fо 

i'9Ч0ЧВВЙ спек~ И { Л; f ~ Р9" l<p,q)€Л' { .Лрq }ср,,JЕЛ\- се:мейСi'ВО .ква~ 
э.ИМОД ПорJЩКа \) .. ДJJЯ оператора :А , С - ПОО'l'ОЮIИSЯ, учас~- . 
вующая в неравенствах (8 •. 2)-(8.4) для данноrо оемейссrва квази­
мод. Тоrда:-

а)· тобой иJi.rервал на вещественной·оои вида 

J Лрq - a'{t/ p!J.+ 92., ),..~, ipq + c·~{t' p.t +~ .~'Г" [ 
содержи'!' по краЩiей мt:ре одно oo6crl'.вeШ:Ioe число опера'l'ора А ; · 

d) ДJIЯ J!Ddшc чисел v1 Е: [Q, v] и с1 >о 

11 Рд UP'i- upq, 1.< f ( f ptчsт•·-Y1, ·. 
,, . . Pll , J 

где Р4 · - проектор в 'Yt. иа подпроо'l'рав:ст:во,иа-rявт.rое ва dоб-
с'!'венньf3 ве.R'l'оры оператора .А , собствешmе ··числа RОО'орнх: 
принадJiежат ишерва.цу 

- ' 

д pq-:;::.] .Л.рq- a1('t' pt+ q:i.' )-~• ,.!p9+Ci(f~+qi'Г~'t (В.5) 
д о к а з а 'l' в д ь с '!' в о (см.fакже [ 7, .IЭ..._2~,29~30] ) • 

Пус!'ь d.л ·- расстояние от числа Л до cпe1rrpa оперьтора . А, Rл= 
=·(ЛЕ-А)-1 - резо.пъвента оператора А.• f.fk и· .л: - coбcir..:.. 
венные векторы и собственные числа оператора А • Утверждение · , 
а) тeopQMDt сразу же в.ы·rекает из неравенства 

. 1 1 Р..А. {лpq-A)Up4. 

~pq- = 1 R-"pq \J ~ l'tpq-A)U
119 

I. = 
". 

11 U PlJ ~ . .1 ( ,/ .t i ) ~ . 
-- 11 CJ.'p~-A)U P11\I > ~t . f р + q . 

(8.6). 
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Утверждение 6)' ес~ь следстRИе из цепочки неравенс~в 

Из доказ~шiой теоремы следует, что не толъко истишше 
со6с~вешше числа оnератора А аппроясимируmся ЧИСЛВJ\Щ по­
с.nедовательности { .л. pq. J , 1!._О и векторы Ирq ма;rо отJШчаются 
0'1' Р4 (JP'I • в олучае оnератора Лапласа в ОI'РаlШчеШIОЙ 06-

P'I 
.nac'l'и РА P'l UPCJ ес'!'ь линейная комбинация конечного числа 
собственных элемеН'l'ов, соdственные ЧИСJiа которых попали в ма-

лай интервал ЛР'I • ErJIИ в :ишерв~е Лрq содержится лиШь од­
но собственное число onepairopa А , · то 'Vpq, 6.лизко к оо6ст­
веmrоъt}' вектору А • В противном случае ни-qего больше того, 

что оказано, у-rвержда'!'ь нельзя. Даже еоли квазимоды- построены 

на основании естеотвешtнх,rеометро-оП'rических соображеIШй, то, 

как показано н.И.Арнол:ьдом [о]~, они моrут аrшрокщwщро­
ваrrь JШНейRую КОМ6.иНЗЦИIО ООСSСТВеННЫХ фуНКЦЯЙ t ИJШ-,' Ч'rО ТО же 
самое, ac:им.rr.NJ'I'ИКa некоторых г')следовате.11:ьностей со6утвешnIХ 

функций может'иметь вид .линейной комбинации нескоЛьких таких 

"есrrествешш:х•• кваэюлод с коэФРJгциентами, ереди которых не!' 

стремящихся .к вyJIIO. 
~ 

Далее будем име'l'ь дело с семейс'11вами -кваэимод-, удовле'!'во-

ряющим д:вум доnотmтелышм условиям: 

Ка) ·существует постояивая С,_,> 1 • такая, Ч'1'() для всех 
(р, q )еЛ · · 

/ (.1i-a ( pt +qJ.) ' .ЛР'I ~ СА. ( pll.+qt); 

Кб) сущес~вуе'l' ПОС'fОJПlШlЯ С~> 0, *i'акая, ЧТО J\.tfЯ. .лю6ОГО 
.Л> О число !'очек ( р1 q) ЕЛ • для кottopmc л pq Е ] .л, .л + ~ ] , 
ue Превосходит С 3 (!:' • 

~ 

Пусть -i ~ 4-. 13нберем и фмсируе\1 в апредмеюш Иfi·1 \ !-1вала 
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л pq (см.формулу· (8. 5)) числа С1 > е! и 1'1f:[ 2," -1] • i'огда 
любой ицтеJ)вал Л Pll -буде'!' содержать по ир~йней мере одно соб­
ственное число оператора А "!_ Иwrервалы Лрq MOry11' пересе-

каться друr с ~цруrом. Объединение вqох интервалов Л Pfl со-
от оит, вообще говоря, из более .круmnюс попарно неnересекающих­

ся 1штервалов, которые обоэнвчим лi' i=1,.2, ... ' нумеруя их в 
порядке следования на :r~ещественной оси •. ЦеВ'.l'р и~rrервала . Л i 
обозначвм лi • 

Лемма B.I. Число интервалов Лi бесконечно, их дmпш удов-
, 

летвор.яют оценке 

.
1 

( "г:;-1 ~ -411 ·Н Л i i ~ со nst · у ~ i 7 • (8.8) 

Число N * * ( д i) интервалов Л P'I , составивших один .шrrервм 
Л i , конечно и удовлетворяет оцеШ\е 

N**( дi) ~ const · i Jt/, (8. 9) 

const в соотношениях (8.8)- и (~.9) зависят 'I'OJIЬRO от 1',v1, С 
и О;, , i = i , .2, 3 ., . ~·..) 

д о к а з а т е л Ь с !' в о •. EcJIИ 6н число ишервалов 
л·i бWIO КОНеЧНО, ТО среди 1ШХ ·В СИЛУ бесКОНеЧНООТИ Л И УС­
ЛОВИЯ Ка) mvteлcл бн nа.лу6есконечный интервал ] R0 , + ое ( • 

покрываемый инте;>:валами Л pq • Пусть 8 > R0 .Рассмоеrрим' Ин-
тервалЬl Л pq , АJШ которнх · ..t Pti G [ R0 , R -_ С 1 с,:~"11 R-~. /t ] • 
О~ш покрывают и:итервал ] R0 , R] _., Поэ'!'ому ~ 

~ -R ~ ~ R.C1 (p1+q1)-~1/A~ const·toQ-R. (8.IO) 
_ о AP<JE[R0, R+C1 С1t1/2 /Г~1/1 J 

Сумма в (8.!О) ограничена при v1 >2 и рас~ет с увеличением R 
·не 6ыо'I'рее togR при 1' 1=1 в силу условия Ка). При достаточно 
6олЪших R в неравенстве (8.10) приходим R npotrивopeчmo.Эtro 

ДОКВЗЬ1В80'1' беСRОНеЧНОСtrЬ ЧИСJiа !Di'J.'ep~8JIOB Лi И КОнеЧН:ОС'l'Ь 
каждого Лt • · · 

ПуСТр Лi ==] Ql i ' р i [ • Во всяком с.лучае ~i ~ -Ct' Pi' .2-Л.i + ci' 1 

noэsror.v 

- .: 7I 



, 

jЛ;,\' L . щ(fpR.+q1 ('11 ~ 
1J.p~-Лi1 <tf Лi J 

~ ~ ,ic1(-(,ь-t+ 9·1·)-~1 ~ const·(I tog·Ч 1+1). (8.I1) 
pf + q'-~ С,.(.2 J.;, +С1 } 

Из условия Кб) и СОО!'НОЦIЕЭНИЯ (8. II) следует. ЧТО N**(Лi) ~ С3 fЛt 
при дос•rаточно больших Лi , -r. е. вШiо.nняется (8. 9). Оценим 

·! Л;. f еще раз, учи~rнвая (8.9) и (8.II): 

1 лi 1= L и1( fu.i+ qi. )--~1 ' 

IА.р,Г А;, 1<f1.AiJ 

" . ~ " 2C1'(fp.t+q"J°-lt =:; 
Л~- cot1.St 0 (ito9.li 1+1) Л.~ +const·(ltog Ai J + i) 

~ p2.+'i.t.' - e-s - -. О.а, .i 

<a.r2 > 
" -

llOOJieДitee неравевст.во и е о-rь !"ре6уемая -"а (В. 8) • • 
Дус-rь N**(J.) обоsиачает число пар (р, q,) € л . ,ц.nя 

коrорюс .1.м€] О> л [ • Из ·о~ой~тва Кб) следует оценка 
N**( .л) ' const · л . (8. IЗ) 

Обозначим Рдi проек~ор в 1е ~ част~ сп~ктра опера~ора · 
А , попавпую в ишерва.ц д~, N*(дi) - размерносаr;ь. подnрос8J.'­
ранства, ват~оrо 1;18 фушtции P4 i Upq. , rде (p,q,) пробега­
ет то · хонечное· множество значений для· КО1'оры:х Л pq с Лi • Опр~е­
де.~им 

{8.I4) . о .(.А.' .( .л. . 
Теоnема !О. Пусть семейство кваэимоД пор~ v~ 4 удов-· 

JJe81'!$0pнe!r JСJIОВИ.ЯМ Ка) и К6). Тогда при .л-. + cio 

1 N~(.Л)=N**(.л),+О("(Г ). (8.15)· 

д о ~ 8 з а '!' е л ь с '!' в о._ Верна, формз--1Ш 

N**(.л)= ~ N**(Лi). + O((i,). (B.I6) 
0<.1i"-A 
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Дeйc-rmr.reJIЬBO, ее.ли .л. не прииад.пе.JtИ11' ни OJnif:МY ~э · l!И!'ер:ва.пов 
дi t 81'0 Щ)i'реmносi'ъ в (8.16) :в -rо1Ш0сти равна вуJIЮ.1 Ее.пи же 

. лi.€ Лi , ~о поrрепшость не превшпае'l' N**(ЛicJ) ~ const· fГ. 
УS:верждевие !'еоремн 6удет СJiедоваrь из (8.I6),ecJIИ мн по-

• 1\ 
кажем, чтq дпя достаточно 60JI:ьmиx ~сuеров i верно равевсnо 

N**(Лi) = N*(Лi) • Последнее в си.лУ оценок (8. 9), (8.3), (8.4), 
тrвержцения 6) -rеоремы 9 и свойства· Ка) получаете.я из с..пе.цую­
щей леммы, eQJIИ ее примешrrь .к пpoeR'.l'opy Рл.· и набору вэк-rо-;. 

ров { UP'l / 1 Uvq ~ i . . . ' . 
'°" Л.рq~Л~ • 

Лемма 8,2, Пустъ Р - ортогонаJiышй проек'l'ор в rИJIЬ6ep-

!'OBGU проО'J.'ранс-rве. ui , i = 1,~, ... ,N, - нормированвне :векторu, 
L - подnрос!'ранстJJо, нат.яну'fое на век'!'орн · Pui, t::; 1..,2,. ~., 1!1. 
EcJiи ВШIОJШеян С)ЦеЯКИ. 

1 (щ, uk)\ <-!~, i,k=>i,2, .•. ,N, i-:/=l:, 

IРщ- щl<~ , i-1, ... ,N, 

то dtmL =N._ 

д о R а з а !' е JI ь с !' ·в о. Достаточно до.казаi'ь, .1'f~ оп~ 

ред8JIИ'l'е.ль Мз'.L"рицы { (Pui ~·Риk) ~:,с~ f о-rJIИчеи т · иуu. Э!'а 
матрица 01.1'.пичае'rся от единичной маttрицн на ма!'рИЦJ' В = 

/( . . 
= { ( Р ui 1 ис J- Ни:} i, k=! ~ где 80~ - симво~ Кронекере. Э.lе-
uеН'!'ы матрицы В в салу усJiовий леммы по абс~ной ве.оrчвяе 

меньше 1/N. ~~юда с.ледуе81', что все со6ствеявне чис.иа .'4а81'рИЦВ 
В · по a6coJIIO'l'нoй :Вмичиие ме иьше ~ • ~ дёйС'1'ВИ81'ел:ько. eCJIВ ~ -
сооо!венное число В , bt - комnонеIРrа соотВе-.rствующеrо соб­

о 

с'!'венноrо. вектора { bi J:=-
1 

,. Имепцая ма:ксимаJiьиу'IJ a~QIИЦV8 
ВtЭJШЧ.Ину, ТО 

N . 1 
. j .Л. Н bio \ ~ ~ 1 ( Puio• uk)...: 8i1J \ b.t-/ <. N N 1 bio 1 ' 

t-1 \ 

откуда слс.цУе'l' яеравенс'!во 1 .л ( < 1 • • Поэто113 ottpeдe.D'l'e.n МВ1'-
рицн {(Pui,PukJj~k-t иераве.ииу.Ш.• 

'13 

• 1t 
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§ 9. Ус.ловие квантования дЛ.я семейства иявариантннх 
торов. Определеimе множества Л 

Как уже говори.лось, слг.цупцая глава содержит построение 
семейств квазимод в смысле определения, данного в преды.пущем 

параrра~, для оператора Лнмаса в выпуклой облает~ Q . Осно­

вой для этих пос·rроений с.пужат семе Нства инварианТных тогов в 

фазовом пространстве потока, существов&шю которых доказыва­

лось в первой главе. В § 6 с семJИством инвариантных торов для 
ВШiумого 6иллиарда св.Язывалась пара гладких функций ft.17) и 

. Q ( 11) , где параметр fJ пробегает множество Е _r:;1 n [а, Ь] • В 
!", r€ 

терминах э~их функций вшrишем сейчас так называемое "условиf" 

квантования" , из которого определится множество Л с Z х Z , 
!Ip06eraeмoe парой целых чисел (р, q), нумерующе.й квазимоды, и 

опредеJIИТсл главный член асимптотики соб9"твенных чисел A.pq, • . 
. ~удем использовать следующие свойства функЦИЙ ~( '1) _, 

Q ( ~) • (Далее в этом параграфе буквы di , 1' i 6 7 , обоз-
начают положитеJJЪ1Ше посто.яннне.) · 

ft'Q I) Функции qJ( 'l) , Q( fJ) принимают вещестВеннне зн.а-
чения и заданы на ЗамJ<нуто~ множестве Е n[a, Ь]. 

~Q 2) Множество Е получается удале~щем из [а,Ь] счет­
ного множества открытых nопарно непересекаю1ди.хся .интервалов 

Л f, , причем выполнеНЪI оценки: .для каждого t > О число М( t) 
;о.. • 

интервалов Лi , дл.ины которых больше t , удовлетворяет, нера.-
венству M(t) < d

1 
t - t/~ ·; сумма длин S(t) ос•rальных ин-· 

'l'ервалов. у:nовлетворяет неравенству · S(f) < d1 t (cr-t)/(ct.J-!) , 

постояюшя ~ удовлетворяет неравенству б > 2 • 
~Q З) Имеет место .оц~нка d2' f':i(17)+Q 1(ТJ)' d3. ,Q 4) Существует непрерывная ветвь функции @( 11} = 

-=Arctg(Q('))l,(11)) • строго моното1mо эавистцая от 1] .такая, Ч'l'О 
@'(1'})+ О и д.1Я некоторого cER 1 имеет место @(Е) с 
с (с, 1П~ с]. 

Определенные в § ~ функции 1'(17) и Q(17). 6бладаvr свойст-, 

вf....IИ fQ I) и fJQ З) • Свойство ~QI) следует из определения 
этих функций. Ус.ловие fJQЗ) выпоJIНЯется, так каR ~'l)ФО (см •. 
с.57). В качестве множества Е возьмем множес~во E~ff'n[a,b]. 

' . 
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ИмеН}lо с такими чис.лами вращения в § 5 рассмаrри.вWшсь семей-
r 

ства инвариантных кр.ивых и доказывалось существо'8ание этих се-

мейств для црео6разования Т: ~ ~ Е • У6едимс: в спр~ведливос~ 
ти ~2) при· условии б" > 2 • 

Лемма 9. I . .ILля множества Е = Е '1F1 n [а., Ь] име~т место 
\ ~rE 

оценки i _ .!. 
N(t)<: const· ( fi') t d", 

/. 
( 9.1) 

-
__&_ (j-1 

S ( t)~ const ·('( s· yт-tt tr+ 1 ( 9.2) 

где con.st зависит только от [ а, Ь] и (f • 

д о к а з а т е л ъ с т в о. Множество (а, ·ь]' Е , eCJIИ 
интервал "[а, Ь] не слишком мал по сравнению с fi' . состоиr lз 

• 
счетного ч.и9ла открытых Попарно не пересенапци:хся интервВJiов 

a'i , каждЫЙ из которых составлен из ишерва.пов Д т "' onpe-
• ~ ,j 

деленннх формулой (5.6). Число интервалов Am n с фиКсирован-

ным п ' . содержащихся в 4i ' не превосхо.ЦИ1r r п J ж, J J + 1 ' 
(здесь [ • ·] обозначает цедую часть) • Поэтому : 

• 

(9.З) 

В соотношениях ( 9. 3) символом ni о6оsначено наШ4еньшее п , , 
ДJIЯ которого Д m п. с: Лi • Так как б" > 1 , то ·из ( 9. З) CJieдyet 
. . ' 
оценха 

( i: )1/<J 
п · ~ const· _!__ -

i ~ 1:ri1 . 
,,,...,, 

Обозначим ~ma.-1: максимальное число ni для iш-ервалон Лt 
с ( жi 1 > t . ЧисJIО M(t) не npeBOCXOЩl'l' ЧИСJIЗ всех IНтерва-...., 
JIOB Лm,п с п ~ nnш..r. .В .силу неравенства ( 9.4) 

(9.4) 

N(!,,J-s; п~ц( [ птаz( Ь-а)] + 1) ~ Const · n~i:~ 
. ' 

~ const · ( \'f1 )tffst-J./~. ~ 

?5 
"-,_ 



Ав8.!Iоrичннм образом 

8( t) = L 1 Ai 1 ' ~' 1 жт,п , ~ 
fдil~t f Дtrtft.I~ t , 

~ .2 (е" L ([п( Ь-а.)] + ~n-!r-i~ const: vr п:t:1 
• (9.5) . 

п ~ tt.m.tn.. . 
Здесъ nmtn о6озвачает мин.има.л:вное число п , такое, ч'rо· при 

яекоторо~ rn имеет место дm,n, с Ч4il 
6 

t ,Лi. • Если Лт;п с Л~ 
и f Л~ 1 ~ t , то · 

2.f€1п-;:t"~ ~ ~ (i' п~~-1 = J ат,п J ~ J Л~ J' t. 
Оrсюда получае!-!, Ч11'о 1 

- . nm\~ ~ cc:.,n.st • ( ~ )6'+i: . ( 9.6) 

Из неравецств (9.5) и (9.6) следует требуемая оценка )1)1Я 
S( t). •. , 

• 1 

Рассмотрим условие ~Q4). Для по~троенньrх: в § _6 функций 
из рверJtЦен.ий леммы 6.2 следует формула · 

~ i 

. ~'(fl)= ,.t~Q:l S Щ"f])сЦ,. (9.7) 
' о ' 

' \ ' 

Оnредептель iJ отличен от цr.n.я и сохраняет на Еб:..IА! n [а, Ь ]-, rc 
знак, так как-. Е , ЯВJ!Яеrся диqхреомt>рфизмом. Кроме того, всегда 
l ( l; , ТJ ) > О i Из ( 9. 7) медует, что 9 'Cr;) · со:храняе т ·.знак 
п:ри 1/1 ЕЕ =Ett, € n (а, Ь] -. Множество Et;, у'ё1 n [ а, Ь ] "6 > 2 , 
:мопо разби:ь на .кои~чяо? ЧИСJIО част.ей :вида Еа, Уё' ~ [ Ot;,, . ~ i ] , 
ва которьа: все Y'CJIOBИSI ~QJ.) - S°Q4) ВШIОЛНЯЮТСЯ. 

даJIЪиеАш:ие_псатроения и Уt~ерждени.~ этоrо параграфа свя-

эанн•с парой фущщи.й tf(.11) и Q(11) , обладающих свойстваЮI 
. ' ' 61 Q f) - l&Q'4) , .и опираются 'lолько на эт.и свойства. 

Фиксируем tЫOJIO ·ог с ] О, !h ~ - 1 [ и паложителъное 
ЧИСJIО к_. Множесrво л с z х. х.' rtoт~poe мы сейчас oripeдe-­
JППI, зависит от О1 .и К • 

'О!!Реgе.nеиие мнржества . Л (условяе ква.нтаващя), 
( р, q) r: Л ·r!U'дa и то.1ы-ю тогда. Богда с1ществует 
ДJIЯ .ко!'ороrо выполняется условJ1е 
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at "))+о' р -:f=-0' &t.gn. р = stgn. 1'(1]). 
(9.8) 

Для У"ццоrо (р,q)ЕЛ выберем и фиксируем ие1tо81'орое fJFЩc В, 
такое. что при 1) = "7р/) ВШIОJIНЯется ( 9 .8) • ГJiавннй член aCJDШ-

~ (О) 
!ОТИКИ со6ствешшх чисел .лР~ по определению есть 

2. 2 
.Л(О) = 41t'1 . р + q 
р~ !JJ-2( "lpq) + Q2( 1lpq) 

(9.9) 

Выражение· (9.9), как показывают даJIЬнейшая формула (!2.8) и 

условие К'"8Н!10ВВЮIЯ ( 9.8)' будет ОТJШЧВТЪС.Я O'f ПOCJleдOBS'l'eJIЬ­

JIOCT.И 1P'I •, апnро.кс.имирующей со6с'1'веmше 'lllCJI&f иа :ве.пчкцу 

. порндк а .l P'I ~ 

Выясв.им rеометричес101Й cuuCJI условия кваиоваВ11я.JL1.Я а1'о-· 
ro о6ра'l'имся к случаю, коrда Q - круг с радиусом R0 • Давво­

му sиачеиию 1}€ Е от:вечает в этС*· случае . (см.§ 6) каус'l'ика -
концецтрический круr с рад.цуоо14 Ro·I oos 1t rj ( • ЧиО.Ио ,( fJ) ecn 
ДJIИна каустики. Q(ТJ) =(~с f ! J вс f - ~ , rде JAtJ и JBCI- · . 
.п,пины отрезков АС. и В~ , АтВ - д.пипа мешшеrо отрезка .цуrи 
каустики, заКJШченноrо МfЦЦJ 81'оЧ~К81iя А и· В (р11с. 15). Введем 
"дJ1иву" вотш'1 

: • 

• (9.Ш) 

Неравевсrrва (9.II) • (9.12) пакаенвам, чtо вв •csa,..ca. цuai" 
tоров, оdрааовавша ceмelc!'В&IDI qчвl, JU8JUIВ&e~• J;llб.L.u­
!e.иьвo це.1ое ЧВСJlо дон во..tв: 1 р i д.u11 ao.m 18 aJC!'JiU • 
1 С/ i АПКВ :воп 1!8 irrop(ll базмсвом цаuе (а А--;;;в оиn.-сщ 



д.DИа пт.rи СSере!'оя·оо эваком llИВfc). СJiедоваttельно, 7СJ1овие 
кмио:ваиия (9.8) JUUIЯettuя npибJiaeВRl:lt 1111Sлоrом yOJioВ1JI пая­
'fовавая Кел.пера 'и Рубивова [ 43] • В oтJIJAИe oi- o.иranu, рас­
сма'!'р.uаемой DИ, name 7мовие .IUJ8Н'J.'0!181D1Я ве tочиое, а при­

ближенное: с погрешностью. равной правой части (9.8). Это ~вя-· 
зано с разрывншil характером .множества. Е • · ECJI.И бы мъr потре­
бовали точноrо выnОJI.Нения условий квантования, то не смогли 

бы rарантировать сущест·вование даже одной точки, принад.nежа- ~ 

щей множеству Л • Следующая в.иже теорема ii поР"..азыва­

ет, что при пр~wятых условиях квантования ( 9 .а) множество Л 
имеет "положительную плотность" в Z х Z nри pR- + q2 --+ + 
+. оо • Из результатов· пе,вой главы следует, что разрывной 
характер множества Е .является правилом, а непрерывный -
ис ключени: ,м. 

Jlalъвelmle рассмо!'реЯИЯ связаяв с семейством квазимод 

{ 1\ , { u"q } , 1 л "~ ~ ~ , µя котороrо мно:аеС'f:во Л 
построеио по паре фу~t!ЩИI ~(17), Q(17) , ytцoJJJie!'вopsmqeй УС:­

.иовиям fJ<;>t) - !JQ4) , ЧВСJ18• К и ~ .• R~911e тоrо,бr­
дем пре.цt1ОJ18%'аеrъ, ч-rо nоапе.цоваtелъкос!':ь лр, удовл:еi'вор~есr 

оцевке 

1 J\pq - .л~~ 1 ~ d4 i J.~~ ·_ • 

Семейс!'ВО КВSЭИllОД с ~8.IODd! л и { "'pq} 
соrасоваЯЯ18 о Парой фуИкци1 !'( '1 ), Q ( 17) • 

(9.IЗ) 

Теор9а J:I. Еоп семейс!'ВО JtВ&зимо.ц corJiaco:вaиo с парой 
ф1И1Щd f' ( '1), Q ( 11) , J,110ВПЭ'l':ВОр.вDЦеl JCJIODJDI fi(( 1) - ,Q Jf.) s 

lfO ио сенеlс!во ввазимо.ц у:nоаает:воряе!' rс.по:виям t<a) и Кб) из 
§ 8 и справе~:ва оnеяка 

. N**сл>-~ s / 9''('l)Q(17)-Qt17)!P('l)\ct1p" +о( л i/%+(0!H)/t'"). (9.I4) 
. . 81t Е 
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JI о а а s а ! е JI ъ с ,.. JJ о. Иэ оцеИЮ1 .(9. IЗ), форму'JШ 
(9.9) и yCJJous i°Q3) СJiедует, чs-о семейс'rво цваэJDЮJt,со­
rлаооваивое с парой фуНRЦИЙ ~ Q , удо:uе~:воряе-r fCJIOJUШ 
кв> иs § а. / . 

Пуоt:, N*:*(л) о6овиачае~- ЧВСJIО пар ( р, q ) с А , 'a-
.sn' 11!0 л ~~ Е ] о J J, [ • Из OЦCВIUI ( 9. rз) c.u.цyeir. Ч!'О 

ii**(.л_- d" y"i:) - N*(J.)~ N**(н i f d:.л+ 1 } (9.i5) 

.Цапее покваем, Ч'!'о: 

· I. JLия .nбaro J.>O· 111ci:o ~очек ( р, 9)сЛ , ,цп, .-.ro 
~~4 е) J, J :л + -(1.: f' • превосходп а" fГ. . 

u. N'!'*('1)=..L 19''(1))\)(1})- Q'(rJ}f<'J)I d~. i+ о( ~)/J.+(otтi)/6). 
. 8tr1 Е 

Из уnе~еивя I и яеравевства (9.15) спе.цует вера-
вене тв.о 

\ N**(.A) - N **(.1) \ ' aonat • 1fГ , (9.16) 

Ч!'О Jllf)Cte о u Д,ОК881iВ*1И форасrл;r (9.14). 0JOIC'1IO Иб) C-IЦJ­
e~ из J"Вера.чеиия I • неравеасrва (9. 16). Иru, ocr9.IOCЪ До-! 
.US88l'Ь Yf .88]DUt8ВllЯ I • u. 

ПродОПJОС фувв:ЦJ11 *.11> а Q(71) .до два•дн а.епрера:ро двФ­
фереJЩВруемш: фУиюud 118 (а.., Ь ] • ПродQ.паеанне фJJJfflt•• dJ.J;eм 
обозкаЧМ'ъ tellВ ае dyaВ&Ull. ПоrреС:Sуем. wodн А1Я uродоцsввп 

фувкцd " • Q 8К8'48811Я ~ 

Л( 1J) = f(71)Q'('J) -Q(71)fP'(17), 

41( ')) ==- fJ1( 'l) + QA( 1)) 

бко ~де.1еин о~ цуц. При 1J€ В. фзакцвв Д(1)) • д1( ')) о~ 
деле& м~ аул.я в CU7 ~ 3) в fJQ Jf) • JlyC'f:ь ди.я опредеJ18В­
воо!'и д ( 11 > > О • Требуемое продо.uе&1е llOЖJ!o oopecnn;Jt c.re­
дyUЦИll образом. Пус!!Ь 8(-'1) - JТО.1, опреде•емuJ 81 соопо-
11евиА 

§.>(17) -=VA1('J)' cos8(1J), Q('?)==Vд1(fJ)
1

si.nS(17). (9.1?) 

Jlerкo В1.11е'IЪ, Ч'fО 

(9.JВ) 



, 

Продоuим 0(1)) и Л1('1) до rла.цки:х функций яа (а)Ь] -rак , . 
Ч!'ОбИ A1(1J) !1 э; бwm ПОJIОZИ'l'ельШJМВ. Тоr.п.а функции cfl( 1]) 
• Э( 11), cnpeд8J1Jleuse ФОJМУJIВМИ (9. I.7), бУ113Т обладат:ь 'rJ>8df-
e11SМИ СВОЙСУВаки. . 

Пус~ъ Л > О • Рассм~им кривую на Шiоокос'fи (р, q) •. за-· 
даваемуJJ параметрически. уравнениями · 

1 ~17' . 1. ,171 
Р=-;;-~(1])rЛ, q=n-'2(1])vA, Т}€[сt,Ь] .. 

.c;.1t ~':t 

ПQJIWDrfeJIЫIOOТЪ д(17) означает, ~о yrOJ1 оостаВJIЯемнl ве1t!'о-
ре11 ( р, q) 11 осы» р , 11ояоrояио вospac!'ae'.t' с увеличеяием '1 с 
ПOJI~eJIЬВol ~.коростью. Рассмотрим обJ!асть ЯJ(.л) иа ПJiоокооти 

( р J q ) • оrраИИчеВИЗJJ lфИВОЙ ( 9. 19) и парой O'l'p8ЗROB прямой. 
CQe.ЦИВJDlltRX·R&ЧSJIO KOOJЩIDta41' о lф8ЙНИllВ ~очками JJYrИ (9.19). 
Из t.re4'pellН ЯрникаЗЕ) [ 42 ] CJteдye-r, Ч'J.'О ЧИСJiо цета '!оче.в: 
N(IJ(A)) , прияЦJiеавщих области 8J( л), при боJIЪШИХ л равно 

·N(IO( л))=-8t Sъл<11)d,i · л+ о( (Г У. (9.20) 
1t,2. ci . 

л 

Цус!'ъ 1} pq е [а, Ь J опредеJIЯеi'ся ив условия 

л 1 " . "r.;r '\ 1 ( J\ ') ,r:;-t 
Р == J; fJ( 1/pq) r Л , q = 2~ Q 17 pq; r л . , - (9.2I) 

rде р • q - ~оча пересечевия с rраиицеl обJiасти ·IJ(.A.) 
J11Ч.8, исхо.nяиtеrо ив начала коор.п,11118'!' и прохо.ЦЯЩеrо через i'O-.:t-

" iq ( р, q). Э8.r111 JCJIOB•eм 11 P'J опредеМе!rся однозначно· .цп.я 
всех (p,q )'U'J(A),.11 зиачеuе ~pq яе ~ависn ·о~ л • Из уоJiовия 
uаиоиая (9.8) 0J1e.цret. Ч'!'о N1Я (p,q.) ЕЛ 

/ 11pq - ~ pq 1 " const -( f Р".+ tе"·т•- ~. (9.22) 

д~IС!'DИ'еJIЪЯО, .умов.ив (9.8) оаначае'l'. Ч'J.'О (p,q) ИВХОДВ!'СЯ иа 

рассttояив• •. ве прев111JаDце11 d~-1 К (У р"·+ёjЕ )-~. о!' прmюй , 
~ ~ 

соедwвящеl вач&Jiо .коордива'!! • !Очку ( р , q ) , r.це 

~ .... (2'11:)-
1 fl( fJpqJ 1(i', q =(21t г1 Q( 11 Pt> VТ'. ------. •> Теорема ЯрQИа J!:верадае'!', чrо мя odJmO!'Я iJ с IR :i., оr-

рашrчеввоl 8811Киу1'ОЙ ~МОЙ .цvrol dl ' ЧИСJIО N(IJ) целых 
-.rочеа :в IJ , ПЛОD&а.ць JIO 1

1 
06.,1асtи tJ и д.лика 1дЮ1 :пзrи oll 

связашt вераеяс'l'ВОМ N ( Ю) - / IJ l f < 1 d tJ 1 • 
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[lуСТЬ t = 2.1r(p:l.+q:1.)i/•. ,'!li(~p~) + Q2 ( ~P'J ))-t/.t," 

1( .2 )-1 t1 = 2n(p~(1Jpq) + qQ(1Jpq))(F 1lpq)+Q (17pq) , 

!оrда в ему уСJIОВИЯ (9.2I) 

р =_!_ &3(~pq) t, q=f- Q с чрq > t, 
2~ ~~ 

( 
А t1 )' ( ~ t1 )1 

Xfl 
}'! р - р у;: . + q,- q, Гл ~ dj (p.t+q.t)"' 

(9.23) . 

(9.24) 

Из соотношений (9.23) и (9.24) с.11едует, что 

(!P(~pq) Q( 11pq)...:. Q (~ РЧ )d'( 1ip~)].i Jf~:t К~ t-It _ 

fl.( "lpq) + Qi( 1lpq) ~ d:(p"-+qft)<:X 
(9.25) 

В силу соотношения ( 9~ m) векторное праизведеш1е ввК'l'оров 

( :Р С 1i pq ) ' Q С 17 pq .>) • 11 ( ~ ( ~ pq.), t2 С ~ Ptt ) ) оцени.вается спи зу 
величиноtt со ris t · 111 pq.- ~ pq, 1 • Из этой оценки и из неравенства 
( 9. 25) ОJ.tедует оценка ( 9 .22). , · "~·~ 

В даль~е.йШИХ раосУ'1t!(ениях внбросим из множества Л roч-

u ( р, q. ), находящиеся от боковых отрез.кQв odJiacти · JО(л) иа 

расс-rотши, не превышающем к( (311.(а) + Q:t.(a~)- 1( fp:t+q.'- ')-ot 
и K(f!J 1(b)+ c:1..(b)( 1(-ypя.+q-V)-a. соответсi'вевно. ЧиСJiо 
таrшх ~очек· не превышает con~t· ft и ozm _не он..азнвают ВJШЯ­
ния на спра:ведmmос-rь тr~ерждени..t-1: I и U • 

. Существуееr пОJiохиrелъна.я .поотояwm.я d 6. , о6J.Шдащая 

СВОЙСТВОМ: есл.и ( р, q. ) € л ' '.rO из яеравеkства ~ ~~ < .! 
следует прииадлежнос'l'ъ· (p,q) Шiаж~о'lЕУ Ю( .л + d6 (Г) • и вs 
принадлежности (p,q) множеству сt}(л) следует неравеис'rВо , 
~i\.~~ < .А + d6 fГ • Например, из в~ра:веnс11':ва p.t + qя ~.-

, < :7t:t ( f''-( 11 м) + Q~ ( 17 pq)) .л в силу (9 .22) OJieдyet 

нерЩ}еяство 

р11. + q :1. ." Jt~2. (9'J!1.( ~ pq) -1; Q!( ~ рt;))(л- Const ·( (i' )1
-QI), 

которое эltВИвалеR'!'во принадлеmос~.и ( р, q) uпоаеству 

ЯJ( :л, + const ·(iЛ) 1 - °' ) • Поэтому. '!'ОЧКИ (р, q) еЛ , ДJI~ ко!'о­
р~ J\~ е ] .л., л + fX [ , в~е (за оrовореЯВ!lМ ~ ИС1U117Че$n 
яием) Jieжa!' в мноЖеС1'ве IO(..t+(d6 +1);Т)'iJ(л-d1 J'Г) и в 
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OИJIY !'еорвмы Яряи,щз ЧИСJIО а~ 8rочке не превшпаеr const· у;:1, 
!!.е. У'l'верждение I спра:вед.пиво. 

Эr.rи Же рассуждеви.я п01tаэиваю-r, 1rl'O с с !'очноотью до ве­
пчи:н порядка 'Гл' Ч!'CJIO N**(.л) _совпадает. с числом цалых 
rочех, (р, q) , попавшим в ~(л)' Ui iJi , где IJi -- замкиу!'ые 
ос1иао!'и, т:вечапциэ интервалам Lli , с9стаВJIЯПЦИМ мвожесrво 
[а, Ь] \ Е • Облвс~ь IJi оос~оп из ce1t'ropa ~ оОраЭованвоrо 
.иучами р = 6'( ТJ) t , q. w= Q( '1) t , rдо 71 пробеrает и1rrервап 

.Ai • из ко!'ороrо удаленн !'ОЧЮI ( р~ q), удовn:е'rворяпnие не­
равевоtву 

i р Q ( 11 j) - q ~( 1]j) 1 ~ к ( у р .1 + q i 1 

) - ot 
1 

, ( 9. 26) 

11j, j = t, 2, - концы ~ервала Л;, (рис. I6). 
, Чlсло цвта rочек, попавших в o6JiacтL iJi fl f.O( .л) в си­

лу W)оремн. Ярвика удомеtВоряе! оцеШ<е 

1 N(Юt n Ю(.л))- i Юе nю(.л)Ц ~ const. (I1. • (9.27) 

Вмео~е с ~ем очевидно, Ч!'О 

1 j ilt n Ю( л) 1 - 8~t. Sд. Л ( 11) d "1 • л 11!:> const . ifi' . (9. 28) 
i. 

Чио..в:о М веnус11нх областей IJi 1) Ю( А) удоВ.Петворяет оцеп-. / . 
хе ci+ 1 

11 ~ const· J. .- (9.29) 

Дохааеu оцещ (9.29). и· веравенствs (9.26) следует, 
wo МИО&еС!'ВО i)(.Л) nюi \nyO'rO, eCJIИ .. 

2~/ ~C111)Q( fJi)-Q( 11,)§)(171) 1 < ~ ('mJt.ii 1~ V Л1 C11j) .t та~· (9.30) 
. ~ 

Это сразу .D.Self оценку ДJ1Я ширшш Ш11'вр:зала дi , яео6хо;цJD4ую 
дая !'oro, Чi-о6н миоzеО!'во Ю(.л) f\ iJ~ . -jшо иепус!'о: 

f Лi f > d 7( (I1 )-t-~ .\ {9.ЗI) 

Из JCJIONIJt ,Q2) nо.пучаем ~воу·емую оценку (9.29). Из 000'1'-· 

иавекий (9.20) 1 (9.27) - (9.29) CJieдy~!' оценка 

N**(J.)=~ S Л(17)d11·.л+о(лtтt~оt). 
[QJЬ]'\i'4i , . 

&.. 

(9.32) 
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эдесь объединение u; ri. рйспрострвнеяо на лi . ДJ1Я ко-rорнх 
iJ ( .л) n 11 i непусто. Для ttoro Ч81'о6н по.лучитъ -rребуемую oцemty 
lI, l!ВдО вы6роси'l'ь ос..rавшиеся ИВ'tервОJIЫ. и оцеЮ1'1':ь по.цrшВШУJ)оя· 
при э'!'ом поrреmност~. Ме-

ра с~ммн оставшихся ин-
r... 1 /'V 

!'ерВЗJ!О:Ь Д i С Д;, f :f 
-(1+~)/.t . 

~ d7~ в сил.у свой- . 
ч 

ства ~Q2) не nревосхо-
- !.±.QL о -- 1 

дит const . .л .i О" + 1 

Следовательно, по.лучающая­

ся при удалении эrn.x ин­

тервалов из о6ласти ИН'l'еr­

рировашш погрешнос.ть n 
формуле· (9.32) не превос-

.---:--__..--~~~~~~-~ 

р 

1_ ..!.±.!!.. б - 1 
ходят cor"st . .л :l. cr+1 • 

Верно неравенс~во 
\ f'ис.. I6. 06.ласть IJ;, • 

1- i+Ol 6"-1 ~_!_ + 1+~ 
2 б'+1 2 б' 

которое пока:зьrвает, -qтro измене.ние не превосходит по порядку 

остаточн~!'о членв О (л. 1 /.t +<1 + « > / б" ) · в оценке ( 9 .32) • • 

§"Io. Оценка сумМарной кратности спектра. 
_аппроксимируемоrо квазимодаl\1~ 

В следующеt rлаве для опера'!'ора Лаnпзоа в ВНЦVRJiott об­

ласти Q по семейству кривых, инвариа!ГJ.'нш: относите.пьяо 

rrрео6разова1mя . Т : ~ --.. ~ • бу,IФТ пострсеио семейс~ 
во квазвмод { Л , i и pq } , i .л. P'I j } , соrласованвое с па-
рой фушщий ffd ( 1'/ ) • Q ( У/) , опредеJiеIШых: в § 6. Теорема 9 
У1!'Верждает, ~ч:rо ЧИСJ!З . Лрq, близки с !'О'IНОСТЫJ ДО ввличиин . 
О ( ( у pt + q .i ) - ~ ) ·к .uстиIШЫМ собс'l'ВеЯНШ4 11ИСJШМ операi'ора 
Лапласа и что в некотором смыале ааа.поrичиое тrверждение име­
ет месеrо и д,1IЯ фуикций Upq, по отвошешш It · ис'fИВ11111 coб­
'}i'Demmм фymu.J)l.ям оператора :1Iамаса. Число " ·- порядок се­
мейства квазиыо.ц - моаио яазначиlf:ь сколь уrодво dOJWDШI. 

Т8.К.iЫ о6разсu, ПОJIУ"ЧБ&М дe'!'aJIЪЦVD аппроксим81UШ Оt'Де.пъша 

83 
\ 



собмввинш: чием, ~ем 00.пее !'очную, чем оольше ап ообо~веи­

иsе чиола. 

Какую час'fь fYf всех ообс'fве1mнх чисе.п оператора Jl8IIJ18ca 
ООО'f8:ВЛЯЮ!' ообс!'вешше 'ЧИОJiа. .Ц8'1'8JIЪИОЙ ВСШШ'.ГО'!'ИКОЙ .КО'!'орЦХ 

ЯВJI.Яе~ся поо.ледоватеJIЬНость ... t р9 ? О'!'ве-r на э1'001 вопрос даm 

!'еоремн IO. II и фор&ула (6.I4)" Число N*( .Л) этих собс-rвея-
ВНХ 'CJИCeJI, П,рИНадJI6JIЗЩИХ ИН'l'ерв~" · ] О , .А. [ , при Л --+ + со 
:t1цражае8l'СЯ фoJ:NfJIOЙ 

~Мера ин.вариатнuх ~оров 
в фазоваа простраио~ве 

N*(.л.} ==-П_?'f_ок_а_~------ ~ + 0(.л t+ ~) . ( 'fO.I) 
81t1 

Рассмотрим область QE • с>лизl\УЮ R Itp.YI13 (см.(5.!9)). Из 
оцеm-"'11 (5"~) c.neдyet, 'lfO D э'f<U GJl1Ч88 мера семейства инва­

:риавтшп rоров, ооо!1Веt~оtвуnцих ИИ,ВариаИ'l'аш.t кривым, пос'!'ро­

еннw в § 51 O'!'JIИЧSelJ.'cя от мерн всеrо фазовоrо nростр~ства 

равной 21t f Qi f , яа величиnу порядка 1{i1 "Сравнивая (!О. I) 
с формулой r.ВеЙПЯ (? .6), nмучаем, Чt'о' при сОJIЬШИХ .л. 

N*(.л) 
_ _...,._ > i -const· Га, (I0.2) 
N(.!} . 

\ 

'! .е. аппрО:Ксимируе'fая б&.пъшая ·часть соботвенннх чисе.п. 
Дп.я nраиззОJIЫiой вьmу:клой о6Jiасти J}Cerдa сущес,:вуют, как 

медуе'.t' вэ рвзул:ь'l'аrов rл.I, \Jемейот:ва ИР.Ввриmr.rннх криввх, 

· Следователъно, можно строить семейства квазимод. Так мк мера 
11иоже~ва Е61 R n [а, Ь] при малых ~ положиеrеJIЪна, !О 
семвйс-tвз соот:еетс!вуnцих ив:вариаН!l'mа торов имет nможи'!'еJLЪ-­

аую меру dM э фазоtза& прос~аИС!*Ве по-rо.ка st • Сраmшвая. 
формулу ( IO. !) с фopvyJIOЙ r .Вейля, П~'"'iаем. Ч'rО при 60.11ьш.их 
л оrнаmение N*(л) / N( .Л) оrраничено снизу положи1fел:ь-
ной п··)сто.яшюй, wr. а. миоаесtrво со6с!Шешnп чисез: опера!ора 

Лап.паев, аппроксими:руемнх дета.лъной асимп~оrикой, пос'i'роенвой 

в s'1'oй'1tm1ret имеет по.иажr.rеJIЪНУЮ ПJiо~rвоотъ в·uваа:естве· всех 

соdо-.rвевнш tШсм опера~ора Jiaп..naca. 
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Гла11а З 

КВА31МОJЩ 

В э~ой главе постро.им семейство ква~имод { Л, { u,.,q 7,{лрq ~) 
для оператора Лапласа -Л е нулевым граничным Jrсловием· в вы­

пуклом области Q с R2 
• Основой д.ця построений лвл.яе~rся: п-.ком­

поненtf ное семейство инвариантных кривы..х (см. определени.е в § 5. 
число п может 6ытъ равно и единице), причем предполагается, 

что функци~ qJ(r;) и QCr;), связщпiые с этим с'емейством, удов­
летворяют условиям fJQ !) - ~Q.4) из § я. Семе~стоо кваэ.имод 

будет согласовано с фушпJ,..~:ями У'(" 1)) и Q ( 11) • В построениях этой 
главы использованы функции, вве,ЦеIШые в § 6 и, в частнос~~п, -
обоз·начения из списка обозначений, nриведеШiоrо на. с.55-56., 

В этой главе Е =Е n [а, Ъ]. 
tr, 1'ё' 

§ II. Определение индекса 

Ква~имассические вырщкения .Щ собстDенных функций, свя-

звюше· -с ин:вариаь.rным относительно потока ~t тором ~71 , су-
. щественно отличшt от нулл в той 'tJЗСТИ С't<ласти &1 , коsrорая 

покры:в~ется то.ром ~ при проектиJf овании из z на Q , и з.кс­
понеIЩИально малы вне Эitой части области .2 • Здесь имеется в 
виду проекция, сопоставляющая точке Z=(~,e)€ z точку ~EQ • 

При прое.ктироваНШI тора на g неизбежно вознш<аЮ'I' особые точ­
ки. их образы в О образуют множество, которое назовем каус­

тшюй. В с.пучае тора общего- положе~mя каустика· предо'l'авллет 

собой о6ъединение конечного числа гладких дуг, от:rрвничи.ващях 

зону осци.л.лирова1Шя, кnазЩ<Лассической "собствеIШой'iункции~, 
или квазимодн, от зоны ее экспонеJЩИалъной малости. 

· Давно замечено. что фаза квазимодн име~т разрыв ,на каус­

тике. fuлee ttочно: квазимода приб.пижеШiо ВШ'л.яди -.как суьма-
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конечного Чима _слагаемых. каждое из которых в точке ае с: dQ 
_ соответсс.rЕует , одной из точек zJ = (~, е)) , , проецпрущцихсн на ~ . 
и в направленли ej имее111 осциллирующий_ _ множитеJIЬ вида 

ежр{ i ~ Ф(х) ~ 1 где ,graad Ф(~)= eJ • ·Если будем изменять х • 
.двШ'аясь вдолъ Line ( zj) • то пр.и переходе через каустику функ­

ция: l'X ф(ж) .изменлтся скачком на ± 1r:/д (рис. I?). На самом 
де"1м формула для кваэимоды на. имеет ра~рuва на каустике. прос­

то в окрестности каус'l'ИКИ она имеет ,црутJй аналитический ха-

/ 

Рис. I?. llове,цение квазимодн в ок­
рестности каусrиriИ. Ш11·р.И­
ховые линии указывают на­
праВJiение ocЦИJIJL'ПlИI • 

рактер, 6?J!ee CJioжIO:lй,чeu 

сум:мц ЭКСПОН~Н'l'. д,J~я рас­

сматриваемой задач.и &то 

явление де~аJIЪно описано 

в рабо~е ~eJIJiepa и ;у6и­

но:еа ( 4.3] (см. таю~е uо­
НОl'рафию [7)). · 

НаJПtчие скачков в 

фазе прИВОДJn' .к ~ому. ЧТО 

для восс-rа11ов.пеии.я одно­

эначнос~и квазимоды в 

форJ.11JШ » соо!ветс~вупцих 
местах нео6ходиuо вво.lЦ!ть 

целочисленные функции,ко-

1'орые, суммируясь вдоль 

ЗВJdRнутОГО пути, даю'!' це-

JfОЧИСJiеШiнй (по mod4, tак 
мк е~р{ t ~ . .ч Jc) = !) индекс эамкну'!'оrо n:rrи, впервые .вDедеmшй 
n.Д.tAaCJIOBIO.t [ 29 •_ 30 ) В взуч~яный эатем В. d.Арнмьдоu [ 5 ] • 

Ипвариан~нне кривне 11 в -rерминах ..коrорых будем nиса'rъ фор-, 
муJШ ДJJЯ коозимод, с~ъ пер~сечеIШя .ишvэриавтша: торов с по-: 

верхво~ 1 ью ~ • Опиоаняое выше я:в.ление wроявиttся в ·'!'ом" чсrо в 

формулы 6y113ir входитъ в.ырвжеви я, зависюц1tе О'!' точки на инвrзри­

SН'.rной кр.ивой и -rерпящие скачок при пере.хеде ·особой (относи-

. !'eJIЪ1\o nроекцив на д2 ) -rочо на э'!'ой .it~ивa,tt. , Сле~vюнще ниже 
nос!роеяия иосЯ'l' подrо!ОВJI!е.:аьIШй харак~ер и 6yд:rr испОJIЬзсва­

вв в § !2 при ваписани:и ферму.п д.1U1 квазиuод. В чес'l'ЯОО'l'И. оп-
peдe.IJOI указавиuе рвзрнвНЬlе выреаения • 

• 
86 



11устъ нобор отображенИй Ej: па:Ь ~ ~' j ==о, ... 1 п - 1 'опре­
деляет 11-компонентн:::~е семейство инваlJИантша относиwrельно 

nгео6разовани.я Т кривш: С ЧИС.ПОtl враmенил ИЗ Е:=;Еб,iб' l1 [Q, Ь J. 
здесь Т: 2: ._. 2; - преобразование, оnределеююе ДJlЯ вшrуклой 

офI8С'l'И Q Б. § I. Определим МRОЖеСТВО r~rpJC ~ KBit МНОЖе-
С'I!30 всех точек z = z/ !:,, ·11) Е Ej ( п!,'ь ) _ в .которих 
производная· dvj-(l3, 17) /oi; обращается в нуль, соотве'I'сrвевно 
r/> с ~ - м1~0F.<ество всех точек :t ~ zj (/;, 11) Е Ej ( П~ь) , n 
1соторНх dsi(l;, 17); dl; ==о • Здесь .использованы обозначения 4) л 5) 
}JЭ списка ·"о6оэнАчений нв с. 56 •. ПOJIOЖ.V~ .r,~5'= r~S). 

· Лемма 11, I, Множества Г~s'lт-1 г.(sJ Г1.СчJ, J. =О, 1, ... , n-i, 
·- - J ' . J+1 ' 

попарно н.е пересекаются. 

д о к А з а т е л ъ с т в о. Таи как при разных j и.ли 

разных 1} компоненты _ Г ~j) не пересекаются, то достаточно 
покаэа:ь, что . для каждо.rо .j=~, "., п-1 и "l € Е три шюжес!'Ба 
Г~Ч'1n r(1J r.cs)n Г(J) и (т- 1 г(sJ )n rCJ) попарно не пересекаются 

J 11 ' .1 1'f JH 1]. • ci 

Первые два множества не пересекаются, так I<alt Ej - д.иффео-

морфиэм и (H(re,2), Cf;(z) ·- координатная система в ~ 11 поэт9Мf. 
одновременно ds/d~ =(sin~)- 1dH/dt; и ~(d~ в нуль обраiцаi'Ъся ве ·· 

п ,- /, } - (~) г ( j -t· t) . . !. ~ 1 

.:мoryi' •. р~ :zjн\.$,, 1J с Гjн n 1'/ верно равенство 

. д r.pj ( l; ) 11) о Ч'J т 1. ( /; ' ~) 
----=- (11. I) 

dl; oi; J 

iвд.яющееся следствием первой из формул (2.2)11 Отоюда медуе'f, 
что ( т- 1 fj~: ) n r f е) = 91 , ио о в . nрот.и:вво~ Wiyчae t.1 wio бн ие­
пус то пересечение Г ~s> r1 r.«f) n r < J + i) :':1 геометрических со-

. J+i JH f] • 

обраiеяи:й получается равенство 

cНj(~jo;,11),l;',1)) asj(t;,11) <rr.2) 
dt; - - dl{- sinдj(l;, 1J). 

l;'=~ 

Т'ак как stn &/t;, 11 ·)+О , то точка z.(i; 11 )€ r.Cs) тоrда- в ,rOJI:ь-
·J . '·1 J 

ко тогда, когда обращается в нуль левая чвсть равенства ( f !" 2). 
При всех (~, 'ГJ)Е f!:,ь D. силу. закона отраzеШiя 

/ 
1 

' 
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1 д Hj н ( .rj +J ( 1;, ifJ), i; , 'fJ) 

о~' 
=-

д Нj(Xj+f (~, 1)), _l;', '1)) 

дЕ/ 

ИспОJiь"Зу.я то.zдесif'ВО ( I. З) t получаем 

д Jl.i + 1 ( 30j+1 ( ~ ' 'f} ), l; ~ f]) д Н;· ( ~ i ( /; ' "i ), ~ ', т;) 
oef . = - dё/ ----
~ ~~~ ~~~ 

( II.З) 

+ 

d~ ~ 
+ ai (жj+1C~.11>.-QCj(~,1J),ej(E;"11)). ША) 

Пусть zj ( ~ , 1/ ) Е Г/sJ. Та.к как Г/s> rt Гj Сс.р) = ф , !О последний 
член в ( II. 4) в нуль не обращается~ он равен произведению · 
dCf/d~ =1= О на дзmну О'!'резка, соедишmцеrо '1'очки ~. 1 (ё..,1')) и 

1 1 ) J+ 
~j( t;, 11) • Поэttооу xJ ( ~' 71) ~ т- · Г)~ 1, чwro и !'ре6ова-
лосъ ДОR&З8!Ъ~ 18 

Кацо« _ .инвариаН11.'ноl кривой Г 1'J с~ отвечае'l' неf<о!'орая 

~риввя L:ri с ~2 , ~зываемщ1 каус'J.'икой. ·По определеmm L'fl = 
~ u.п-i L (;) rпе L (J) - множество всех -rочек .х'Е lR .i t в ltO-

• J=O 71 t А t) 

!ор~ 

.Ц, ( :Je , i; , 1J) = О , ~ Н/ 1.111, !; , 'IJ ) = О ( II.5) 

ДJLЯ некоторого ~ = 8 1 · " Введем на. !'оре ~ лоI\альную коор-
диааi'ную систему (~, l ) , ПОJI~л11 · 

Hj) ~ , l; ) 11) = ( .ж· - ж) s t n lfj (а, 17) - ( у - у) ccs Cf:; ( ~, 11), . 

, l == ( ~ - ж) с os Ч'J ( /:;, 'lJ) + ( у - у) s i n Ч'j ( .!; , 'rJ ) , • ( II. 6) 
. " 

Ч'= </'j(~,17). 
Здесь (~,у, <f) - коор,цип.аты !'ОЧКИ ze ~1 в прос'l'ранстве Z 
(С}(. § !) • В хоордnватах (~, Z2 леrко :вычиСJJЯеrся яхо6иая 
проекilJ!И. ~11 ....... ~ • Ов равен , 

D(~, у) = dHj(:r,~11J) ( 11. 7) 

D(E,., Z), _ ol; 

~н в1.цим, что 'l'очк.и xayc'l'Иlti crrь образы &oowx оrnоситеJiьво 
проеЦ1роваwш ва О точе.а topa ~ • 
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Лемма П,2, M~oJ:aec'tвo L~jJ допускае_'l' · параме1'рllческое 
предс~rав.ление ..l! =~т/(е,), y=y~1Jup. rде (x~1t~J, y~JJ(_E,)) -
решение систе~ ( II. 5) относите.лъно неизвестьvй ж • Параметр 
с, в э~rом представ.пении про6егает множество S1 ' { i;д ,· где 
е, t .. - fOЧIOI окружности 8 1

, в кос~:орых .zj(~, 1] )t:Г}"1 • Фушщи.и 
х~1(~) 111 у~Л(Б,) ГJiадкие и l~~J>cc;)j +\ y~JJЩ 1-+ оо , ~оrда 
~ при6.Люlае'l'ся к тем значени.Яы, д.ля ко~орых :z.j(I;, tJJ)€ ~Сер). 

\ . 
до к а з ~ т е А ъ с т в о. В силу тоzдес~ва (I.З) сис-

,-ема ( II. 5) ЯВJrяеsrся JШНе.йНой, 0·1·носие.льяо gc и с ог-,еде..11.И'!'е­

лем-, равНШtt <р~ ( zj (~ , 1] ) ) • Пос.леДШl.Й аr.личея . от ну~ ПIШ, 
ziE;, 11) ~ r/") . Бели ае z.j(~, 7])Е rJч), то r.p~(zj (~, ifJ)) =0 ,11 ДJIЯ 
.m6oro .х!Е !R..i вШiолняется неравенство dlf;(:re,~, ТJ) /d~ =f о , в CR1IY 
1'oro, ~о Е , _ диtfфе~орфизм. Эtto .показывает первую часть 

у>rверждения JtetAIН И Г Л8дl\уD З ави СИМС СТЬ X~j) И t' ~ j) 
1 

О"1' ( ё,, ~ ) • 
ECJIИ 6ы 1~~)(i;)f+Jy~j)(~) 1 не С'!'реМИJIОСЬ к .оо при Zj (е;.1])-+ГJчJ, 
то можно 6ы.ло 6ы ~брать ~омедовате.льнос'l'ъ J;L ~.; *, l _...,. оо, 
такую, Ч'!'О ( .:c~jJ(e;i).._y~j>(~z)) __... ( х*,у') и" zJ(E,~fJ) Е r/ct) • 
В cltlry непрерывности левых часrей ( fI. 5) пара ( х•, у•} удов-
летворя.ла 6ы системе (II" 5) прз ~= i;*, чrо противоречп 

предыдущему рассуждению. • . 
Из леммы II. 2 · и формуJiы ( II~2) CJleдye'r 1 Ч1'О точки 

(~ ) r(s>uт- 1 rcsJ · 1..j с;, 17 Е j . jн · - это как раз lfe !'ОЧКИ, ДJ1Я каrорнх 

хJ(ё,, 17)EL~JJ, т.е. они соо~rве!'ствуи BНX?JIY каустики иа 
rраницу об.пас~ Q . • Точки ае ~ ~j ( t;, 1}) € Г _t'f) . СОО'f'В0!С!'-
вуют· уходу каус'l'ИКИ на 6ес.ко.вечвооть. На. фиксированной окруж­

носm Г(j) UОЖеМ ПOitplr.l'Ь МНОZ0С81':ВО r~'f) Q Г (j) .КОНВЧВОЙ 
~ J ~ 

систе~ой_ иwrервВJiов, .ко1Щ11 которых не Jieжa-r в Г/"' · и . для 
которых вШiалнено ус.повие: !ОЧКИ RВустш, соотве-rствуоцие 

точкам эш ИН1l'ервыов, .пеаат вне ~ • ПоскОJiьку оожес!'во 
Е · , про6е~аемое параметром 77 • ниrде не плотно, !О подобное 
покрl:l'Тие МОПIО построи-ь д.ля всеrо Г f <t> . , беря выес81'о IЯ'teP"-: 
BЗJIOB узкие ir_ртюуrапышк.и со сrлажешцши уrлами. Пoc-rpoD( 

Д.11Я RЦЦОГО j конечную СВС'J:е14у пар ( U:;;п Гjt ) • rде f.l.ik . -
06.lac't:ь с r.падкой границей в ~ ' rjk - r.пад1tая ]f.yra, .1е.жзи~ая 

в lljk , так, .чтобы" вш~мЯЯJ1.Ись условия: 
а) f1"J;. покрwза:т Г/'f> , при разинх k o6Jlae!'• Ujt 

попарно не пересекаются · 
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() 
6) 'l'ОЧКИ каустики ~ f]J . , СООТВе';'СТ.В~Р~.ле 'J.'OЧRSN из 

r<jJn Ujk , лe;r.arf В9е Q ; ' . 

Б) 0~ ИНВDрИЭН'r!ШЯ к.ривал Г~ пересекается С о6~астью 
~k , то о&1 имеет в точности одну тоqку пер~сечени.q с Гн: и 
это. пересечеJШе 'l'рансверса.лъно t п~рсс~чею1е г17 с Uj1c связно; 

. r) rрашща области Иj}-: ГJlадка.я и не содержит точек из 
.г j(<f) • . / -

J 

Обозначим 't'J·t(1)) точку пересечени;--: Г-n с Г;х- • Опр9де.ллм 
Е.. • ·1 J 

rлодitИе функции . · -jk(1]), l;jt(HJ 7]) и (fJic(Н,1]) рЕJвспствам.и 

.r;j(f;jk(17), r;) = ЧJp:C1J), (II.8) 

Hj (ос ( t~ j k( ~)), е; j .t- ( li; ·17 ) , 71) = Н, ( I f ct 9) 

~j~( о, 11) = l; jk: ( 77), ( II. IO) 

(II.II) 

и требовапиеы, чтоаЫ при фи1tсироваrrnом ТJЕ Е . 06.ласть опреде­
леШlЯ t,jk(Н, r;) п" 'fjt:(Н, 1]) 6wra ~нтервалом, непустым, ее­
~ Г 7} пересекаются ~ Upc • Рассмотрим равын;тво ( II. 9) · как 
уравнение относИ'I.' eJIЪHO неизвестной фующйи t; j k (Н, ,~) • Тогда 

( II. IO) Р.11..'lяе'l'ся начаЛ.ьным даЮlЫМ длл эi'oro J})авнен1ш. Так как 
В О}(РеСТНОСТИ . гуn ПрО.ИЗВОДНаЯ дflj / dl; 0'.l'JШЧНВ O'r нуля, D'1'0 

УJ'~вненне разре_ШИlЮ и при каждом 7J получаем фушщию E,jt:(H, ·71), 
опреде.леннуrJ на яепустом интервале t содержащем О , ecJIИ r

11
n ~t'* 

-=1= ф • Производная. dНj /dE, О'I'ЛИЧ.На от· нуля во всех точках, в 
RОТОрыХ 'f k = 0 ·• Поэтсму у~<азаюшй шrrервал МОЖjЮ внбрать та­
КЯМ широким, чтобы. на ·его кo}(Цltl/} lft?, ll2 было выполнено ус-

ло~е z.;C/;jk ( Н1•1."1)), тz) i Г/'f~ • Будем считать, что окрес'l'­
яоотп ~-k '1'8.ItOBЬI, ~о в дополНеrше к условиям а )-r) ВШinJIШI­
ется услошrе: 

д) при ~с.тtом Т]ЕЕ, таком, чrо Г"7 n ~~ -:;:. ~ , юrrep­
·BВJI по переuеЮ·ой Н ,на котор·си опреде.люш функции ё.;Jk(Н.··rr) 

и <fj:t. (Н, 11 ) , / ?одержит вре значения Н , допус.квюnо:е пре_.., 

с~амение D виде H=H(ж(1f'jk(1JJ), z) , где Z.€ lf;·k. 
Ее.пи с самого нача.ш построенные фушщи.и не обладм.и 

свuйством д), ~о мож~м уменьпштъ множества f11r ! оста·вив фуl&t­
цп веизыеишши, чrобы условие д) выполня~""...осъ. Введем обозв.-, 
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че11Ие, ко!'Орое п~н.одо6и~ся в с.ледующеu параграфе: 

~ j с ( ;i J. 7]) == ~ j )с ( н ( зс ( Ч1 j k ( '1J )), }: ) ; 11) ( II. f.2) 
' , 1 

при 7.€lft и. r17 n~-t~~ .На оста.,1ънuе эначения']Е[а,ЪJпродолжиы -

~р: ( i;, 17} .глRДКИu с.Ор~~оы. При этих пос-rроешшх исnолъзуе-rся 

'i'OT фаkт, 1Гi'О ъnюжесrr:оо Е замкнуто ~ ·НИГ.це ~е ПJIO!'HO. 

ollpeдe;щu In.d(!;Jk(17~) r..ледующш.с о<Jразоы. ИнварпаRrиая 
кривая Г 1} В си.пу ус.ловия В) пересекае'-' rр~шщу ~-Jc JIИШЪ В 
двух '!'очках: :lj(.!;1, ч) и zj (~1 , 't;), ~ 1 < ~.i • 3-rп точки не прива­
д.хе:аа'l' r/Cf) и r/sJ в ему ус.по~m·й r) и 6). Поэ-rшу О!'JIИЧЯН 081' 

куля производные в правоЦ час"и сле.цующеrо раьенства, onpeдe-

JIЯJJЩero I nct ( ~ j t ( 17) ) : . • 
1 1 

1 

• ( ' )) 1 . ( d Нj ( ж j ( ~ 1, fJ)) !; '' 1}) d <f'J ( t ', 11) ) -
Ind ~j;:Cf]) = F St,gn aG' • . о~' 

4'•l; ' , . . 2 
J 

1 ~- (dfl_j(жj(e,j, fJ),~', 1]) dlfj'(~~ 1])) 1 
- n si.gn ..J1:' (jt:I ( II.IЗ) 

"- V~ G 1;'=11; . . , 
Число\ In~(~0 ,~, 7J) оnределлетсЯ как сумма Ind{ ~jt ( 1J)) 
ПО всем 'l'ОЧКШI С, j ,с ( 1]) , ПОПВВШИМ В Иirr~pBSJL ] е0 , l; ( В ОJIУЧВ8 

eCJIИ /;о<~ 'я С..о и ~ 1W JШJIЯl)TCЯ 1ОЧКЗЮJ ВВJt8 l; jJc( 17) • Ес.п 
точка ~ совпадает с точкой ё,ji:(1]), то Indj(l;0 , l;jt:('r/),71) 
определяете.я из услоnия 

•
1 1 . дН о 1 . · Ind/.;oA,"))=In~(~0 ,E.j,1:(']),17)+ Т sign дl; ·Я- ~=Е;·' t=1,2. (ПjI4) 

Это определение соrласуе1'ся о равеяс~вом (Ii.IЭ) и определением 
Ind/~0 ,!=,·, 17) для остальных точек. TotJRy ~о будем :вноирть iraк, 
Ч'!1 06ы она не совпаДЗJiа mt с одной из точек вида· ~jk( Т]); Пр11 

t,0 > l:, индекс определяется равенством 

, Indj(t; 0 ,l;, 1]) = - Indj\E,,t;0 , 17), (II. 15) 

ес.пи ~ не соЩJадае'!' с !'ОЧКВi4И вкда ~jk(1J) и равенством 

( II. 14) в проТЯВНСIО, CJiyЧae. ФуШЩ1Я I ndj(~0 ,~, ']) -1tn ~ , rде 

{ о) n=i, 
41tn = 2 ' ~ п ~..с., (li.I6) 

периодическая по 1,1еремеш10й ~ · с п.ераодоu I. 
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{ 1:1:. f7) 

rде 

tt·(n. ~ J=.!..s·n- (0Нj(зcj(/;,,1J),!;',11) d<pj(~',17))/ 
:J . ' ' о .2 i ь п cJ Е,' . d i;, . - + 

lt'=~. 
~ ' J + 1 . (дHj-1\~j(i:,,11),l;, 1J) d<fj-1(~', 1J) )/ 

2sign cJt;' ас;' ,_ - + 
~-с!:. 1 . J-

+ I n~( ~о, ~, ")) - I пd J- 1 (~о , ~ , '?) . ( I I. m) 

Sдесь п~ опред~леIШю signO=O, Ind_/ё:, 0 ,~, 17)=Indn_1(~0 ,i;--ry,77), 
ЧИСJ.W l;j , J = 1, 2, ... , п-1,. оnределени ниже. ~пределnм правую 
ча~ь (If.IВ) при всех t; , .кроме конечного числt~ значений ~= 
= t;ji1J) и ~= t;j-1,t ( 71) • Е~ z.j(~, 17) не принад.леimт НИRВкой 
11э окрестностей U;k •' то l;,j = ~ • Еми же ~·С t;, 71)Е gl: , то 
такие ё, запо~~ mrre:rлJaл ·] !; 11 ~1 С , сод:Еzащий · ~j'= С-11) • 
В эrом случае /; j = ~1 , ее.ли Е, < i:,jt и l;j = ~.z , если 
~ > i:.jю ( 17) • По определению U:.. 1, с == Un-i, k • 

ЧиСJiо ~с 7J) не зависит ни от ~ 0 , ни от l; • Неэависи- . 
·мос-rь от ~о очевидна в сшrу аддитивности _In.d • КвХДЫЙ член в 
сумме ( I1:.i7) в отде.лънос~:и 1w эtвисит от ~ • Действи-rе.лъно, 
правая ЧRС'l'Ь ( I '!. IB) как фуша.щя l!!. может мешrrьсл .лишь · в , 
двух случаях: I) при переходе чере1 -rочну вида ё,j'k(17). J'=j, 
j-1. 2) при переходе . через точки ~ , для. которш: z j (с; , 
11)€ rjsJ. В первом с.л~'чае изменение Indj к~мпенаируе;ся 
иэмеве~шем одноrо из двух первых членов в правой" части ( II. Ш ). 
Во мором случае пос.nедНие два члена пос•rояшш. Докажем, что 

oj'I048 _первых двух ЧJiенов в ( II. IВ) раРне нyJJIO,, .когда %j ( 1:;, 1J) 
ваходитсн в окрестносI'И Гf $) • ECJI.И zj ( 1:, t '7) е r/$) ' ·'l'O в сц­
лу ра_венс~rва ( I1. I) знаки дcpj/dl!, .и off.j_1/d~ nротивоположнu. Это 
сохреняе~rся при uалнх ше:веления:х l; • Тре6уемнй результат по­

.яучееrея CY!'Cl)ДS и ~з равенства ( II. З). 

§ I2. Фо_рмулы дл.я RВВЗИМОД 

В э'l'<* naparpaфe в далее /. \ - бес.конечное под14llожес!во 
Двумерной це.почислеШ!ой ·решетки 7l )(. Z , пострnенное в § 9 по 
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фушщаям 1'(1)) и Q( 71) , . связаНШN о .нашим сеМейо'fв~ ивва­
риантwа кривых. Как yze Qll'мечалось в § 6, !Р(71) не меЩ1ет зНа­
~а, мо:к.но считаn 1 что ~( 1J) > О • Будем это ПJ. JдпWiагаfь. Ус­
ловие кваlr!'о:в.аsи.я (9.8) показЬlвает, что при э~ом Р> Р , 81'.е. 
все множеС'lво ,\ расµо.пагается в nравой ПOJiyIIJIOCROC'l'И. 

Посrроим фишrrнне гладкие фyimцu Xjk(z) так, 111106ы 

а) sцрр Xjt с U.;t; 6) L:J: Xj.c(:l)=i :в не.кморой окресt'-
яости шю~.о81'ва грr>; в) ДJIЛ JII06oй юmариантной хр.и:вvй r 1J пе­
ресечение Г 11 ~ s:.tpp V Xj1: , ее.пи оно не nyc'fo, coc-roя.u:o из 
двух ин-rервмов: на одном r.,jk возраста.по 6.ы, на дРуrск убы-

вало. Эtoro моано добиться за счеr разрывности Множества Е. 

Пус!'ь 

( !2. i) 

Вместо uазиыо.ц Up q , nриб..пи.аияо . удов.пе81'1:Sоряющи:х ураввешm 

( л + .л pq ) и . = о ( I2. 2) 

и точiю удоВJiетворяющп rра·ничному условию U J dO =О, будем 
С~ОИ1'Ь фушщии Upq: ' 81'0ЧИО )1ДОМе'l'ВОрmщие n>авнению ( I2.2) 
и при6лпеино граничнсму усло1шю. ФopuyJia дшI upq(~J имееt uд · , 

n-1 
и (~) = ~ uUJ(a!) pq pq. ' 

j: 
(I2.З) 

rде 

u~~)(:ie) = s X}li. • f} P'J) е ~Фj(эt,1;., р, lf) v дЧ'Jd 1· '7PJ) f х 
о . 

J /J. "'1 - s +-1 / :1 ( J )( j\ 1 d 

' 

vн . . \ 
Х р + Sд;:1 р V S 4', ' '1J pq t U pq, ) . l; + 

-
+ "'f~( . ))-1/~ s ~ r ) iфjk(ж, 1, P1q) aE,j'Jc(H, "710q) 
~ ~r 1Jpq J X_;k ~ .t е - dH ___ _ 
k н~ 

х 

(12.4) 
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' f 

В формуле ( !2.4) Флпtции . ~j1;(H, 11), ЧJ;tC'1.> J! ~J1:C.t,1)) ·опре.:. 
Де'18ИИ формуJ.tами (II.8)-(II.IO) и (Ii.II), ПOCJieДOБalfeJIЬBOClfЬ 
77 Pti определевв в § 9. Приведем формуJIН д.ля Фj ( ~, ~, р, q J и 
Фj1tCne, :z.1 p,q): · . 

~j (ж,l;, p,q)=~1tpt;+Y~pq'[ tSj(:ic,ooo ,l;o,~, 11;щ) -

- ~( Т} pq) l; ]- ; ( r tt.d/~o. l;' rz pq)-1rпl;) + rj ' (I2.5 ) 

Фj,.,(:t!,.:t, Р, 11) = 21t( Р + ~ 'ltn) ~р/~. 'lP.,r:i) + ~ [(:.!-00(1(1j,.,( 'lpr:i)),ecz>)+ 

Н(ж( Ч'jt·t 17vq >), :z.) 

+ H(ж(tJijA:( 1lpq)), z) Ч'(z)- S Cfjc(H, Т/pq)dl!- YP(qP<l)~jt ( :t, 'f/r,} + Yjlc. 

о Jo2.G) 

З.ц~сь ~j(m,ж0 ,t, 0 ,~.fJ) - функцияt определенная формуло« (6.З), 
· Cfjt(H, fJ) 11 1t7!. определеnы форму~1ами CrI.4) и ( ~I.Iб) , 

~(/Е $1 и :r0 f lR1 - неР.:отОрые фиксироваЮiые точки, вы6рашше 
про~з:воJJ:Ьшn~ образом, ' ' 

'Уо =О,. 

\ ' 

V;~ = 1/ Ji. 11'J
1 

SJ ( ж ( Ч'jk( 11pq >). Жо ,/;о, ~)k( "lpq), 11 р9) __, ( I2. 7) 
' . 

- ~ Ind j (~0 , ~jk( 11pq), 1Jpq,) -:+- fj • 

lopмyJ18 для .лР'l- и:мееrr вид 

27С vн 
fi;' = N ) (p+6'PIJ)+ L p-S Oli17;iiq, д'р4)· 

1Jpq, . S=1 

( I2.8) 

В правыi ЧВС!'.ЯХ (!2.4) и (!2.8) имеются. о'l'реэки рядов по 
обра!кым с-rепеням цеЛочис.Jiенноrо параме'l'ра р • КоЭФРицие!11'ы 
в Э'l'ИХ рядах v~Л(f.,1), О') и cxs('ry"8) - uолинО&Ш по пере:меяной 

, ct с!'епени не вшпе 2s , причем в формулах ( 12. 4) и ( r2 .а) 

~ = 1'( '11-'l) ) q. - р Q,( '/}pq) - ~ - ' 

P'J_ 'Q( '1 FIJ) + 1J PIJ ~( 1lpq) t /Jt '1 pti) .2 \ 

. i 1 l 
- Т 't' ( '1 )14) + Jj:" 'lrп 11 pq j • (I2.9) 
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\ 
Из ,JСJiовий квепования CJieдye!', Ч11'О d'pq - ОРраивчевиая пос.пе-
,nоваtе.иЬllос'l'ь. 

06оэвачим L"( asa) ПростраНС'l'ВО юэадратично ииеrри-ру-
,~-- N . ( )t/t 

емнх функций .ila dQ с но1Jмой ~и// L:i(D&i.i= Saol иl 1ds . 

Теорема 12, Cymec81'вyer nоеладовате.п:ьвос~ь функций 

u(jJ( ~,"J, <t), Ol
8

('r], d) , s == 1 , ..• ,~+1; j=O, ..• ~ n.-i · ,!'ШUЦ:, s . 
Ч!'v пооJiедова-rе.пьиос'l'Ъ функций и pq, ( а) , определ.яемая 4ЮР-

му.nами (I2.З)-(I2.9), удо:в.петворяе81' оценке 

11 Upq 10011 Li(d0) = О( р-~ -2.). (!2. IO) 

ОцеНка (I2. IO) paBHQdepиa по q • ФушЩии v;j)( ~' 'ГJ' d) JI 

CL 
3 

( 11
1 
«t) ЯWUW!'CЯ ПОJJИномами с~е пе ив , не превншнпцей 2 s • o-r 

перемеивой d' с Х'JlадквШI иоаФРициеатаu.и, за.цашщми оооnе-.rС'1'-
веиио иа J11 x Е и Е • · 

Д&;ее всеrда будем пpeдnOJiara81'ь, Ч'fО u}j) • as поа-· 
Н'*Ы по (f . степени не вшпе 2 s с· rJiaдкlDOI коа~ициеиами. 

Тео:еэнs JЗ, .~ри J~ou выборе ujj> и ~s ра:9ВС11,ерво по 
(p,q) € л .; ' 

11 
и ti - 1 =· о ( i) . 

pq u L:l(д0) (12. II)' 1 

Iеорема 14, Ее.ли vJiJ · и Ols iшорввН в COO'l'Jei'Ct'ВD с 
~верадеяием -.rе~емы +2 и 1' ~ .2 , !'О равномерно по (( P.t, q1 ), 

(Р.1Н2))ЕЛхЛ при (P11q1):;:(p2 ,q1 ) имееt- мес!'о оценка AIS1 cм­
.IJJlJHOI'Q произведения 

( и Pi9J • и P:t q;i. ) = о (( min { ~t' Р.~н-1. ~ . (12. I2) 

В поме;IJ3J)щи:t параrрафах будrt доказаны CФOl*.Y.upoввJDJUe 

tеоремн~ В ос~авпейся части з!'оrо naparpaфe покааем, 1t8Jt всхо­
дя из семей~ва фуwщий и pq , · дnя кo-ropia спра_вЗщnвн у~rвера­
деяия rеорем, О~ОИТСЯ CeUeЙO'l'BO КВ88Ю40Д { Л, l U pq i , .Л Pf j; 
соrласова1mое с парой ф"уиКций tJ( fJ) , Q. ( 'fJ) • ЧиС.Jiа А PlJ опре- \ 
деJШИся фopqJioй ( I2 .8). Покажем, Ч!'О оп удоuеnор.яи сххеи­

хе ( э·.1з). Непосредо-rвевио из ( 12 .8) ПОJrу'Чаем, 'll'O 
1 
41tt 

.-\~ = f12. - р"- +·О( р). 



Иа ycJ.tOIШI юзаЯ'l'ованил (9.8) следуе-r, Ч'!'о q = pQ~-1. + О ( 1) , 
отку.itа по.пуча ем, Ч'1' о 

(О) p:t+q1 Ji.1t2. 
:Лрq = ~'lt.i §J!1.+ Q~ = ЕР'- p:t+ О ( р). 

Сравнивая полученные выражения для. Лр() и л coJ уdеждаем-
"" pq, ' 

ся в справедливосП! оценки (9.IЗ) ~ 

Каuая функция из последова'J.'е.lfъности Upq · точно удовле-r­
воряе'!' уравнешm (12.2),· так .как пред~таВJI.Яет соОой C'f№4Y 

ПJiоских волн (см. =УJрму лу ( 6. З) Д)!Я Sj ) • Однако мы не можем ." 
взять функции Upq в .качестве квазимод, та.к как 'они не удов­

леr:воряvr '!'Очно нулевому граничншу условию и поэi'ому не 11pи-

1ЩдJiexair обласrи определения оператора Лапласа -Л (см. § 7). 
Вместо .рункци.и · и pq рассмО'l'рим функцию Ирq. = и pq, - u"q., . rде 
12'pq - решение задачи Дирихле 4u =0 д,ля. о6лвс'1'и Q с кра­
евш.m уСJiови.ями upq t d&3 = upq t о О • Функцв.и Upq ужв i'очв:о 
удоме*l'ворsтr краевш.r уСJiови.ям. - Нерввенство 11 U.pq 11 L со) ~ 
~ const · 11 Им 1 dO 11L~(д 12 ) , справе.пдивое для решени~ задачи 
Дирихле в области с гладкой границей, поквзывае'11 , что нормн 

в L 1 (OJ добавочша фун.к!Uiй ·не превшпаюТ' con.st · p-v -i • Поэ-
!Оf11 оценхи (I2.II} :а <:га.!2) с~~аведливн и для UP'i • Приме-
В.IВI даф:ререIЩИал:ьНЫй оператор Л + .Лрq к кваэимодам Ypq : 

( L\ + "\pq) Upq = - ( Л + .Лрq) u1щ == - "tp~ upq, • 

Так 1t8R .Л.рq == О(р~), то 

. . 11 ( Л + A.pti) Up4 11 LL (0) ~ const. р-1'' 
Ч'tО со:впsдае!' с требуемой оценкой (В~ 2). · 

§ IЗ. ПреобразоваIШе внраиеиия для Upq. 
Прю.tевеиие метода стационарной фазы 

Д1я доказател:ьства !'еорем I2-I4 удобно представить выра­
хе"JIВ ( I2.З) ДJЩ ~4('Jt) в .цруrш виде. Пусть (Л = i i ( l;, fJ) , 
~. (:t) О';·~ п -1 t - набор rмдких фующвй, задашшх соответсr-
~J ' .... J ( • Qr) 
венво ва S1xE· м на :z-;, и J, (оо) - функции, по.пvqениые 

P'l 
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вs и~f е~~ подс!'Вяо\Коl в ·подан!'еrр8J!ЬШiе вuраzеяи:я ( !2"4) 
фуIОЩИй Xj(i;, 'f/pq) .я Xj(zJ в качес~rве мяопrелеl ( Xj - 'В 
о.u;в:~ра-rИНй иmerpaJI, ~j - в .цвужрмяне) 

n-t 
. и~<.>~)(~)= L u~~c,i)(~}. 

J=O 
ВlieC7!0 ~01'0, Ч\100Н .ИССJiеДОВВ!'Ь Upr; (~) , будем :р8ССМЭТJ)JПШТЬ 

0011ее общую фуюtцию и ер~) ( ~ ) • . В частяtU OJl.)"me. . е с..,п 1I0e 
"J'A f. - . 

вxoJUD$!e в (Ji фушщu Х. и х . Р8ВВ1l тоцес.rвенн:о e.lGIНrщe , 
uc"'J<=J == и (:.:). J J 
р~ pq • 

:В дз.nие::ЬШХ формуJJ:ах оцеwr.и вида O(p-k) равномерна по 
(p,q,) ЕЛ • Так каи !J(1]pq )>const >О , !'О oцemta О( р- ~) 

stmJ!В8Jieяma оцеяхе о(( 1/ ;,i + q1*, )-:е) . 
Вuра.аение мв u,.Ljt0t_) содер~'f в похаэа!'еJiе э.кспопеИп 

чаОJЮ ;/ л1ХJ' , mrpe~ форму.пой (12~8) •. Со-верJШ.tМ с:Jiе.цуn­
щие nреоdраэо:вавие, pa&.IO.Dв эаспоиевту в ряд Тэйзюра: 

е:ер { i f Л Pii' ( Sj( О: 11; )-1'( ',,. )~~ "" еао:р { i!1r С р + tt ~ )( h_;(2,~ )-t;) ~ х 

х ~ p ....r ~ r,, ( t Cli ( 1tг~) ,~~(hr!f.)· 21, .. " iз! tt.Piгl;>) + о(р 4-~ ), с Iз • 1 ) 
~о 8. . . 

r.це Узе .-»1 t "'.а t ••• ,~") - поояоw :Беuа (е11. ( 36] >. 

(IЭ~2) 
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1 

Здесь 

g;j)(311,5) = e:rpi i.21t tfpq( hj(a,E,H;)- i; Ind//';.0, ~, ТJp'I) + 

v0 = 1, 

hjt-(1f) z) =( 'Р( 'lJpq)Г 1 [ ( 2- ае( "i'jt~ 1Jp~>), e(z)) + 
J 

н (-зе ( 'Чtji:( 'J)p~ )),2.) 

+ H(i:e( 1i1 jc-(1/pq)), z)r.p(;z)- S Gf.it:(H, fТJpq)dH t­
o 

, + Sj(~('Ч'jk/11pci)),жo,~o,l;jk:(11p~), 1'pq)) ' 

g;~1 
(31!, z):: ffJ-t/'-( '1/щ) ежр { i.21t"cfpq(hд(a, z)-~j:t(z, 'l'Jpi))­

··• 1 -~;.- Indj (E, 0 ,Gjk("Jм), 'lp")H f 1tn~J;,(z,1JP'1)1·i'J'j~ х 

. . v·-1- ae,jk(Н, "}pq) ·-·---~---, ! 
х Xjk(.z) -- ан_____ " х 

~=H(z(1f'jt-( fJpq >),z) 
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Jlвлев мы собираемся применить к ИК'!'егра.лам n (IЗ.З) метод 
оfаЩ1овариоl фазп, сч.пая .о- боJJ:ъ1ПИМ парвмеrраl!. Вяражепвя , 
пол.уч&1.Шt1еся поме цр.имеяеmtя этоrо меi'ода, JIМеЮТ разlШЙ xa­
ptUtfeP D ааuсвюс!и от п0.11ожешш тачки ж O'fВOCИtt.'eJIЬвo xayc-
tJUUI LТJ • Вв:е квуС1'ИitВ асимпто'fпа имеет· вц суммн .кояеч- . 
aoro ЧИСJJ.7 членов, отвечаJЦИХ невнрож.деШшы стационарннм ·ro­
qa.a1t" При nр.иОJш:иеш к .s:еус-rике Сf!'ацв.01шрШ:iР. тоЧit.П сбm!Жв~ся 

в :в !8.k<* C.V'JВe удооио предвари'rЭЛ.ы10 сделатъ (ло1tа..11ьJ10) nре­
сбра_воIWиие Фп>ье по одНОJq" из ввПрввлений. В )(SJIЬПeJ!meМ из.по ..... 
iemш сSудем П()JJЬЗ,оваться 9J!e~I rеммой методе с'l'ациоиариой 

фаS.Ы, lt-O!Op:JD сфориулируем сразу мл сiучая проиэвw1ыtой ра~- · 
мерности т ·об.пасти вВ'tеrрировэяия" ДсitазатеJ!'Ьсnо имее4fся 

D ( 3? J • ' . :,~ 

Во !~1 !1 Пус~~ь h(б',ttJ и g(б.,<t;) - вещоотвещше ГJIВJt·· 

кие фfШЩИ.1, оuредедевща:е па .щюизnеJtешm ю х' Х • r.це IJ -
odJiacть в. R tn , Х - к.омпа.ктаое . IOiorooopaue - Если ВШIOJ.memi 
умовия: а) Utрица h; («, Т) ие ~!'СЯ в !t'Ч!tВХ (б't('t"),'t' )t! 
Е su.pp g , :в которп h; (at-r:) ~о • б)· supp g(" t 4t'J. содер­
аrся в кeaOlfopol 1I0111Пatttao1 чооти odJracta 1) , яо эевио.ящеl 
от т.- , 10 nрИ р -.. + od ИМ&еf мее!.'о асимrrrончесмR ~а 

{' LpA.(б;'t) 1'. ) d ~ iph(6i(t:),.7:)+·i ~ s:Lgn n.;(~CtJ, tt) 
t} е g,б;"'с <t::::. k е . х 

f8 • t 

х ( ~ft:) ml·'(14et h; ( е-, '\") 1/ )i/1( ~ 1' - 11-f.c:Чg;t:)) +o(p--k-f) ( IЗ 7) 
6'•0-е{-1.-) S-0 f • 

раваомерио BQ ttrEK. , i;ео:ь k -: проаs:воJЕЪяее цeJioe пОJiоп-

tмъкое ЧICJIO, 
. . 

с tJ < i1 d r fY ' . 
~ (g;'Ф= L. c •. ,,,("t:) tJ6'61. g(B,'l:)J • -' • .(IЗ.s) 

·~ fOf I •·Ц . 6" ."\~) 
Ko~e!fl~ С,с~> - r.1ад1.1е ФУ'и:tщи11 1 OllPeдUemo.te RВ Х • 0аи 
B!AICJUmfM через з1ха-.ш фYinщw• h(tt, -r) .1 ее np01tuoJDD11 
де 1IOpsJJ.КA 21+2 :в~~u:ьио в !ОЧИU (б"t('t°),'t') • в Ч8C1'JIOCB, 

(l) ' 
С0 (g; tr)=-g(бi(~J,tt) f 

Поироб~м пр•еиить а•у IЗ.I к иeerpaJl.'11.!. axOJtЯll'DI » 
. nрввую ~мат:ь ( IЭ.З)" Paoc~'rJ)JD'l ~~ o,ua~'fJIJll ererpu. 
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Исuо.nзуя :вщ;ахеа.u (IЗ.2), (6.З) • 8lOQeC'l:ВO (I.З), ПOJIJЧIDI 
c.1eJt1Щee уравпев.ве ДJtЯ опреяцеwш с!'аци ояар.внх s.ro11eк: 

< rз.э> 

Равеяс-rво ( IЗ. 9) recмe'l'plчecu озвачае-r, ~о точка· ~ Jle:D'l иа 

t. flpSllOЙ line (zj (l;, 1l1Jq >) • В!'орая liрОИЗВОJtВВЯ фуш(П)ВI h рав­
яа 

ai. -1( д dff.; ( ( О) 
at;.t hj(:r: ё;, 'l"Jpli)=iJ 'f'Jp') ~ }[_j(qe,~, 'JP9) dl; е, VpfJ). IЗ. I 

Так как · supp tj ue соде~r -rот~ек, в имaplilX д~О;, Т/pq)/d~ = о;~ 
" В8f9.P8JI производная обращается в ну.n 'l'OJlbltO в CJrYЧ8e1 ес.п 

:tf!.EL~jJ • Вне каустики можем применяn леvм.у IЗ.I. Обра-
.,юq 

т111t1ся ·It дBll<PafIO:Df шr.rerpцau ~ ( IЗ.З). Щ эУого :вве.цеы в 

Из1: ~оордJШ&!'U (Н,ср), rде H=.Н(a1(1J'J1.:("lpq)), z.), <f == cp(z), 
Соответсrвущие fРЗ:ВИешш д.1IЯ О'rЫСitан.ия стациоварmа. точек вu-

r JlЦЦЯlf '1'8К: 

( ое - ое (1Pj;:( f'/pq )), n (z)) - Н = О, 
( 13. iI) 

<р- Cfjk(H, 11pq) =0. 

Первое из ураваевd (IЗ.II) в СИJ11 тоадест:ва (I.3) ьюаво за. 
wicatь Щ)к ровенсtво Н(ос, :t} =О , ко'lорое озиачает, 1n0 

ta: Е ti11e ( z) • !)ropoe яз ура:виевий ( IЗ. ll) озяачаеt по опреде-
Jiешш <fjk ( oм.fII. П)) • ЧfО z = zj ( GJJ~(H~ 1J-pq) ~ 1lptJ) с Гl) • 
()rщчес!':виu с~ациоиарВЗJJ to"tЦJ xi дв1RР8'1'1Юrо 11.пerpa,uPto . . 
ct.rait\loяapяoй точкой t; i о.цВQкра1иоrо И!rlerpwra всходя из ра-

венс!ва z j ( l; i" '1Р~) = zi. Опреде.питеn, xotopнl в условиях .1ем-
11ы IЗ.I не до.п:еа равВЯt':ься вуJШ, .леr.ко ВЫЧИОJIЯМ'СЯ. Он равен 

( ~ ~- ~(tpjk(11p'l)),e(z)) t 
, _

2
( '1 р~) 

1 
_ O'fjt(R<'J p_q} -~ 

ан 

__ .«)-· 2 dHj ( 2t,f;j):(H, ~pqJ, fJpq) 
-- ::г ( 1lp9) ---- &Н - ( IЗ. 12) 

Произвсщная в правой части ( IЗ. !2) O'fJIИчa& от вt.в:я в еtацио­
иарной 'ТО4Ке, er.JIИ z ве Jteп'I · ва иаусrияе. Надо y;qeO!'J., чtо 
~jk-/дll f О 'J Послею~ее следуе·'I' из (tI.9) и уСJiовиЯ б) :в оп-

ПХJ 



" peдeJJelllf.I об.иасrв: ~ k • Из ( 13. 12) и ( 13. IO) CJieдJ t:~ , чrо 

рщ ;п Vl дcpjl. · 1 .2ft 1 ·(~1tp)J/J. vo lt;i''l')pq,O'P'J) ai; hj'(~,'t:,i) -

Р (j) а _11~ . '°"Jk ti .,'М -<-1t , 1 а1:: . (Н.- 111 ) 1\ 

=:::: 21tp-vo (~i' 1Jpq.' pq)fJ (1Jpq) дН У deth."' ' 

т.е. ВVDПJn'уды rJiaВma членов, со~еr~вупцих одвой .1 той же 
оttациояаряой точке в oднo.ttpama. и дву.кратяоt1.ияrеr,раJiах, с 

л ~ 
точвосsrью до срезающих фуmщий х j , х . t:, х. и х . совпадаm. · 
Сравним фаэн: J 1 1 

фаза о;ця~краmоrо интеrрма равна 

2цhj ( 3! .~i) + ~- si.gn hk + 21tЬ.pq(h1 (2!,/;i)-l;i)-

?t 1С - у Indj (~ 0 ,~i' ")pq)+ Т 1tn~i + 'Yj, (IЗ.13) 

фаза. д:вухра'!'яоrо вв:rе:граJШ равна 
• 

.iц17k<~, zi) + ~ stgn h}~+ 2nctpq(hj.1:(ae, :ti)-.1; jk(.li_, 'Jpi )-
1t . . 

- у Ind/i;0 ,C.jl:~11pq), t]pq)+ ~ '1tnl;J.t:(zi, "/pq)+.rj • 0:3.I4) 

В СИJ!У равевсt.rва Zj< !_;:i, 71,pq) =Zi имеем hp; (ж, zi) = hj (:.с, !;i) 
1 

и l;jlt(zi, '?P4)=i;i ~ Rpc:are того, sign hj~ = sign(Hj~ 'ff~) , 
а stgn hJ~ равен· ра~ЯОС81'И ЧИСJ18 ПOJIO:tm'!'eJI:ЫШX и О'rрИЦВТО.tЬlПП 
соосrвеввых· чием маi'ридн ( ~з. !2) " Так . .ttmt опредеu"ел:ь э!ОI 
Мffтриця отрJЩателея, 'l'O разность Рвв.яа цузm. Учитквая (!!.I4), 
пол.rчаеu, что . . . " i.. н 

." . se..gnn• 
In~(~o,Gt,1Jpq) =I~~f~o'Gj1-:("/ptJ), 11pii) + i J · • 

Мн м.nвм, чrо ode фазн в 81'очаосп со:впадаJDТ. Эти JtВa. фa.Jn.'a : 
со:впадевве фаз и совпадение ~!'Уд в пер:вом приd.о.Ееиии в · 
uеяах, oneчanщsx одиой и юй же стациояариой to1Dl:e, troэв0-1JJ1-

10-r обмдивиn вuадн о! о.цяой с~ап;ионаряой точu. 

Обо:зиачвм общее звачевие фаз (IЗ.IЗ) и (I~.14) cmrвoJioм 

фj (а t ~ i' р '· q) • Сформу.лиrуем Pf:'SYJIЬ!t'BT DJICIИCJl&ШШ u.~~(t} в o.к­
pec!ИOO'tJI веitеуо!'иче,..кой T'1Ч1UI в виде .re!Nll. Преаде введем 10-
.none ( "* ) • коюрое буДем на:сt1Цыва~ъ :в яекоторнх ~яr ва 

· rpob7 (ge •, '1 *, CJl) • rде :it~EIR1, 'ГJ*Е Е, Ut = { Х/~' '?), .Х/ :t)}: 

З@к. 4? YIT ro1 



( * ) д.1Я' .iiв:saro j =О, . ~ . ~, п-1 ·равеиотво ж* = ( ~(~ ( ~) • 
У,ДJ(/;,)) ие l!Мее~ место llJI при :каком ~'*= si;pp ij • и яи '!при Jta­

.xa.в ,; из !'е%, А1fЯ хо!"орвх :r.J{~t tfJ)E: supp Xj. 
Умо:вие( * ) озвачаеtt, чvro ес.п точка ое* и лежи-r ва иа-

1с~:uе .L
11 

• • ~о ва яесУ1Цес1fвеmю1 'о .'!'очки зреыш ci ее ча~m. 

Пуо'l':Ь w с Е • 06озваЧИ11 л w Ч8С'1Ъ л ' COCTOЯIOЩYJJ ИЗ 
всех ( р, q) € Л , д.1Я ко!'орых 1} P'I Е W • 

Лемма IЗ,,2L Если srройка (~*, 1')*,0t.) у.цовлеlfворпет yCJiomш 

( * ) , 110 эе* 11 11* обладат oкpecnoclfJINR V и W , 'f81tDUI , 

Ч!о равномерно по ~~v и (p,lJ)€Лw 
(Gt) n-i (-JH _ ) 

и,_,9 (~)= ~ ~ ~ Ajps(ot,p,q)p s х 
J=O р $=~ 

, х ei~(~1i;jp'p,q>+ O(p-.J-1). (IЗ.15) 

Здесь суwмирование распростравяеwrся по всеu решениям Е, iP ( зе , 
1} 'Pli) ура:внен.пя ( IЗ. 9) , прии8дJ1ежащиМ нocпeJUU no.ЦшrrerpaJrЬ... • 
.IШХ функций, Чимо э"l'ЯХ реmеНИй кояе~о и ограничено сверху 

.пооюя:rrirнми, не зависЯIЦ.Шr!И О! 1Jpc/i W и ~Е V • Функции l;jp(~ 1 
11) опредеJ1енu на Vx иг .и цринад.1еже1f к.пассу С00 .КОЗФ­
фJщиеlfrя пpli аrрицат"еJIЬЮП С'l'епен.ях р :в ( rз. I5) Diee~ е.1е)U'Ю­
ЩИЙ вц: 

х { x)/~jp. '1р" > + ~ С :rjk: Х j )( Zj(~ip, "1-pq >) ! , 
пр1 s~ 1 

(!З.i6) 



Jieшm IЗ. 2 . .цае11 дос'f~ОЧВD дета.пьяОе описаIШе по:ведевия / 
. и""сое> в 01tре~воС1'11 rо'ЧIШ, не лежащей на кауо'!'ике. 3аме!'им, 

qttO ~ paSJIO.жelDDJ 'ди.я и~~)( Ж) ПОЯВWIИСЪ поливомы по перемея­
вой ~Pti. Они. пpoиsODIJIJI в резуль~ате диq,фере~роваmш е~р{ i х· 
x.21td'~(hj(~,!:)-~)~ в внраже11ИЯ (I3"4) Дi1Я g~J) и ВВSJIОI'ИЧВОЙ 
sкспояе~ы в (IЗ.$). · · 

§ 14. Оценка снизу ио~я uP't 

В э~ш ттвраrрафе буде'!! доааза11З ~еорена IЗ. В cuy tto.· 
пак~~яости мвохества Е д~'!'&'l'оч&о .цоцазат:ь cлeдyDQ"iO .1ewy. · 

!емма 14 .I •. JJJrя JllJdoro 11 ~е s~, cyщecntJ»'-' оgре~вос'!'ь и" 
ТОЧЮI 11* в Е . и ПОJIОZИ1!8JIЪВ8Я ПОС'l'Отmая с ' ~arme' Ч'J.'О 
U ttpq 17,t(S) :!; С , .1!.8 ~OllыtO 'IJpqEW 11 j p.:t+ qt' ~.С, 

д о и а з а т в JI ъ о sr ·в о •. Так как .каустика Lfl* с R" 
имеет меру JiedeI'a иµь, . то оущесtrвуе! -ro1tJ.Ita оо *, прmшдле:zцая 
вlf3'!РеН.Кос'tи Q ·, аоrорея ве левт sa ItaJCПite L'lJ*. Воsьmм 
:в качесnе · Ot ваdор фрtщиlt 1r0ждес!Dеmю pammx еJХИвице. В 
этом СJI)'ЧЭе !'ройка (ое~ f1*,0t) у.1омеtt11оряет ycJiomm (*)'и , 
u~)=uP9(2J. Maieu :tooJIOJlЪso:вat!ttcя .1ем11ой rз.2 и ~epQS!':Ь 07,., 
щео-rвовsяие окрео!йОС'rей Р точки tat* .и W IOЧltll '1*, !'mtП, 
Ч!О при 'J pq Е W ~ fJI'° V 801Ullit'omч8CШIA фo]Jl)'Jia . 

'\.'"' 1 о . ~ . 1-•iя i ~~ ~·(3:,aro,!;o.l;.if'61ei,'1JJ9) 
up~(oa}= .ti,., Ji/f.;<•,l;jpC•J, "Jpq) е , • х 

Jt, ' . " 
х e·~lJ + О ( р-1) ( 14.I) 

справе.ца:ва равиомерио по ~'" v , ( p,q) 1: Л w. ~деоь Ь - rла.ц-· 
каs :вeиieoueВJfSЯ фуацwя, имеD48Я оrраввчеяаве ПрО11ЗDQЦ8118 в­

б01'0 поряJtка. Моаио счинn, · что У с 2 • · Фucipre• r~8ДIJ.I) 
фуиlЦIР '4J(:C) с вOcnu•. с~ в v • 'f81qJ), что . 
~(:»~)>О и О~ '{JCZ)E 1 • RведРn -llOJЮI :s Lд,(0) ФJВlЩIDI 
upq моаво оцеIОВ.'~ спз; CJl8JQDl(lllf обраво11, еоа вооПО1Ъsо-

:ве'!'ься пре;цСтаnиеаием ( !4. I) : 

rоз 



' . 
~ иР" u~ а~н= SS f upq(~)l.i d.r dy ~ S l uPti(ae)~1(ж)f.id.rdy = 

'1U :.i Q - v 
1 

= L 2: S J е i~;., [ Jj(•,i;;p<111>-~,(z,1;J,p'<ae>)J х 
j,j' р,р' 

(14.2) 

Uроиз:водиuе веще?-r;вен1tой фушщп Fj,J' в (I4.2) оrравичев:ы _ 
пос~:о.s:яянми 1 ue ззваоЛЩИ14И or р, q • Дп.я крат.в:осп вШJИсавв 

.D111Ь rлавине арrзмеин у ~1 ~ и Н;· • Чlенu с (p,j )=: 
=(!(,jl) в ( 14. 2) очевJWЮ ДOЦV'C!t81)f оценку. СIШЗУ ПOJIOU!'eJIЬИOI 
постоsmиоt, ве завас.ящей O'f ( р, q) ЕЛ • Пока:емt чrо ueJШ с 
(~,j) * (f>', j'.) Иllвю!' поря.цок О(р -1.) • Д1Я &'l'oro оцеВJIМ 01111-

зу веJЩЧ&ву 

v ~(2,~jp(a))-V Sy(:.,t;j'p'<z)) = 
= ej{l;jf(•J, ~1'9)- ej1 (t;J'f'(•), ·~1"1). (I-1.З) 

ФopuyJia (14.З) ~е~ся веряоl, 'ак каа peqarи А11(фер81ШJ1-

ровакия Jj(~,~) по·~· равен ну.о в с~ацвова~ой ~очае ~Л>(•) 
( ра:вено~:вu ( IЗ. 9) ) • Paccмo!PJDI" в ~ коорд&а-rВJI) CJtcteuy 
(НС•*, z) • <p(z)) .ПосКОJJЬ17 Н(01:~, z.J' ( ~j'p' (а*, 1}*), 4). * )) = ~ . , 
Н( ое*, %_; (~jE>(:.'~), tJ*>)=O • .ij(~jp(Z*), 'l}*) ":f zj,(~j'f'(o!),'}*) • 
'!О 'f(Zj) f:: 'f(2y) - и ПОЭ!О.., ei(~.if(a:~),17*) +eJ,(~j'p~(Qe*), 11$ ). 
JuевьВПО1 окресtиос~и У и W ~ 'tак, wоон Ш?СJiедвее яер&еJl­
с\'ВО ВШIОJЦWIОСЬ мя всех же У 11 1JE-W и: по-uреавемj suppi;c V. 
IloueJtВee маuо дос~ь. изuево t{J , еса JЩЦО. ·nOJIJчaeut 

'1'1О вНрааевие V ~Р -VSj'f' , оrранич~но... снизу ·ПО llO.IQ'D. пOJIO­
&ne.:JWl~I ПOClfOЩDIOI IIpl (2, 'Jpt) Е V х W • IlplDlelUIЯ 'Е OOO'l­

DeifC!'ВJDЦellf ЧlеВJ :в (14_.2) ·JleUUJ 11еtода с!'ацвоиариоl фазн А1Я 
с.иучаа, кor.u не'!' ctaDJtoвapвux W1че.к, ПОJ11'188М !'ped:reUЗ» оцеи­

RJ АПЯ неrо ир8 р _.. + ею • • 

ID4 



§ l~. Оценки 'U.Pfl<aJ wa :t'Pamщe. Оnределевие 
~ u~J) в oi

8 

:в .81'<31 11араrрафе dm• д01t-азапа !'еорема 12. Tar: как wo­
aecRO E•E"~n[a,b] аомпакrво и ииrде ае ПJIО81во. вое посl'-

""••г . p08fiDI »=-О'!ИО провео'f.в лок~ио по переuевяой 1J ,1'.е. диа 

~ ТJ*Е е уааЭ8'1'Ь Oltp8C'rBOC~:Ь W !'ОЧКИ f}*" В .КОt'ОрОЙ 
uQZJIO ~rь функции vjJ> и et8 - , !'ВR, чrобы ра:ввоИSрИG 
во .l!Ed$! • (p,q)€ лw ВШIОJШЯJIЗСЬ оцеика. (12.Ю). Вос­
_.ОJ(Ь8.-са •~одоu с-rацвонариой фазя дш~ ~oro, чrо6.н :ВUЧИСJШ!'Ь 

sa•-. u.P4{oc) ва rpamщe od.ttacв · 2 • Ее.пи точка ие .пе-
аиt' вtWIN аусвtкИ, 81'0 можем ВОСПОJtЬЗОва~ься формуJIОЙ (IЗ.I5). 

ECJПI ае • JJeD!' в окрестности lt8yc иши. -ro соверШDI JtoRSJtЬн.oe 
прео<Sра·зоваве Фурье в:цопь rраяицн. Э!'ОI' щшем испол:ъзовая в 

pedot'e JJ..m.мorиJte:вcxoro f ЗI] 1f,11Я пO.JiyЧel!ll.Я фolSfYJI, оtшв .... 
щп otptaeoe ~tваЗИКJiаосическ.п peшeWd o-r rраяицw npa .... .._ 
aqclflК14. вюсодящей ка rpEJRI03.7. 

. Oкpect'aocrrь W 'l'OЧitИ tJ* фlutcaPreм поэае. ! пока . ~­
.di>7811 -onpeдeJieDe, .кО!орое заваоа ot at'OI окрес11'яосu. ПJct• 
V оdовиачае~ проо'l'раисr:во, эJmUellt'IМI которою .s.:s.um.acs аа-
борн · 

V= { u;j)(~,fl, <t), 1~s'\)+1, О' j-4 n-1}, 

r.це u~JJ(~,11,t!) - nОJJИИом ~ио~'l'еnио uереuеикой tt' Q!'eue• ·•• 
вшве ,2s , коЭФIJици~В!'Н котороrо SIUЯIJtCЯ %'лtщк11аt ф).Ьl1Щ8ЛUВ 
(~, 11J, опреде.пеиинми яа s1x W, А. - ПP.Oct.'p811ot10, ueuett­
'~ KO!'Oporo ~ся нао0рн {oe8 ('Q,d'), 1~1~v+i}, r;a:e a&s(tJ, 
<f) · _ - пОJIИном относительно переменной (f- степени ае :вшае 
:i э , . коэфjициеин коюроrо таае r.иaдIUte ф7ВКЦ'U, задавине ва 
W • В форму.иах § 12 мн и P'i- 111111c)"!'ct1ye!' uoaa . вв 0Щ>еде.1ея­
ин.й элемеВ'l' ( v, oi ) прост.оаuс'1Ва V х А • Будем yxasшзatti аа­
ваоьосtь O'I' (u,ai) ЯJЩо: u~ai](.%') • На1П8 эадвча · - 1JOдo6pat• 
(V,Ot) ~&К, Чfo6Ji ДИЯ иir] ВНП~СЬ ОЦ8Ь8 (12.10). . 

Ilyc'l'Ь i)j ( '1) - миохе с'l'во tоче• "выхо.1U1 • кау ст• К1: L ~ J 
на rp8ВJ1111 ~ 81.е. 
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. ; 
Из rеоремы Сарда с.пе,цует, tr.ro JПUiейП&я мера Лебеrа мяохес-rnа 
IJJ ( q) при lta;iдOM 7J..:. Е ~авна пуJIЮ. Ее.ли ~ Е д ~ ' Юj ( 1}) , 
то уравнеtь~е А71Я отнскаяи.я стационарвнх 81'оче.к 81Coe,S,, ")) =О 
имее~ JШJЛ.Ь конечное число решен.ий ~. (~, 11) и 11!орая проиа­
:во~я фазовой функции dl/,j(ge,~,71)/0~ JP в эпх '!"очках отJIИЧЯS от 
вµя. в ОООТВе'l'СТJЗуЩИХ !l'OЧRSX zjp<~ 'ТJ)=z.J(/!,Jp(~, 1]), 1]) 1tрmэая 

. · В (а:) = { z € 2:: : Н( оо,::) }· = о , ( i5. !:) 

'lраВ:СверСВЛЫI~ переое1tается О Г~j} • JLм кацоrо 01'.!pН'fOI'O 
и.шерваJIЗ I с.. ag <>ПJ>вдеJIИМ мвожество B(I) = U2tEI В(~) • Есзш . 
кошш иrrrepвaJia I пе принамежа'!' мвожеОО'ву l!Jj ( "1) , 'IO пере­

сечэнще B(I )' n r~jJ воть сумма ковечноrо чИс.па яепересекаю­
llВХСЯ открµтнх: иптервалов, копца~.ш ко!орнх ЯВJUПОТСЯ точки u.ца 

CJ Zjp(ж 1 , 2 , Т]), rдеое1 И :le.2 -КОЯЦЫ I. УдоОИО яа ГfJJ 
ввести Rй~динату l; по формуJiе ~.= zj(l;,17). ·В терминах пере-
меиной ~ шrrер:ва.n:н кз B(I J·,n r~1J .нв.ляются ин'rервмами в , 

1 , I .. , 
S , хо~оры~ обозначим Л jp( ~), Р-=:= !,2, ... : 1'~ I. 

Суще сtzвует ПOJIOIOr.r G.!IЬПое 'UCJIO tt t o6JIS.1fliЩee СВОЙСt'ВОМ: 
.ua JIЮlJoro .z € v;::o! Ej( п:,ь) д.пина ЩТJ4. а2 • SШfJШЧеЯ­
sой между 00(2) и ~ ( т- .t :z) , 00.ПЬше 8 • Будем ваз•!Ъ o!L'.кprn!ld 
~epOOJI I с: asa допустим.ым, eCJIИ: 

I) дав.а ~ервала I меиъшв rJ' ; 
' 2). X\ШI]Ji mi-rер:щз.па I яе nриналлеааi' мноzес~ву IOJ ( 11 *), 

0!;fj~ п-1; · · . 
З} дхя хаадоrо итер138.112 вида д~р('?*). або 

· \ as:;a:., 11*J 1 . . ',, I * 
· - dl;. >с0(1)~0 ttpи. всех . i; е дJр ( '? ) , JIИ6~ 

1·d&j;;•v*) \ >Co(I,~O 11Р1 :асех ~- 4).( ']*); 

· 4) 1&c.int С'ущеотвует i; Ei д~ ( 1J *) • 11/UI. кмороrQ 
дs/4,~*)/А'; - о., '° uouorвa z;( А')"<11*), 11*>. • т-1<.t,,CA~p("J*> • 
t}* J) не nереоем11.t'ся с · U ~t • , . 

. J1»бая ~О'С&& ж t; oQ ооде,d\оа 11 CaoJr8 )'l'ОДНО МUОМ 11.0,,.. 
JJJC5llOM .иirrepsuo.· &ro с.жедуе'r а2 JEeмilll ll. I, своlм.ва d) э 
опре;кuевп JOJOUC'tll CJ.i,'Jc 11 !'Oro фапа, vo мера J1eбers . 
I0.(1'f) равяа вyDJ. . ECJJ.11 ~f.11811 11&1О J18МIЯЯ'1':Ь 11.' !О ЧICJIO JUl­
trep1 вв.аов лr (-n) яе измекатся ·.и въшОJ~неяие 1CJIOJJd f)-4) не Jp -, 
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я&ру~п.&!'ся. Введем oiq>ecпoct'ь Wr . t'ОЧХИ '1}* в Е • Q6.laдaaцyJJ 
feJ.I СВОЙС!'Всtl t 'Ч.!О ИИfер:ВSЛS Л5f> ('"] ) , 11 Е" Иf USJIO O!'JiiчSJ)'l8~Я 
O'f лj~с 1)*) я уСJlо:вия I)-4), mmOJПtЯmcя, eCJIИ sамеЯИ'.rь в ип 
f}* И8 fJ Е f'\)- • Разобьем и:acrepвaml л}р ('})' f> = 1, ... 'l\Jr на дм 
1t1Soca. К первому ~ассу оrнесе11 ипepВ8Jlli. :на .ксr.rорых 

lo~(~,11)/д~f ·> c0(I) , ко вropouy - все ос1'8.11ыwе ишерваля" 
Yno~ калоть О!'ЛИЧИ.Я л~p(fJ) о~ ЛJp(1J*) 6УХем счи.­
тать ~ахой, Ч'l'О привад71еиность к пер:воuу ИJIJt в~орому ИJiaccy яе 

зав.исп о~ 11 f; Wz I • EcJJИ mr.repвaJI I не пересе~ется с юi ( '1} ), 
'!'О все mrr~p;вaJЩ Л jp ( 11) , р = 1, ... , !~ 1 , прина.ЦJiвхат к пер­
вому массу. 

Пусть W с i1j • Рассмотрим Wiожес1'во (косое произведе­

ние) 

xfr (W) = .Nw л~r ( 1J) х { 'IJ.} ~ п ~,ъ. as.2> 
Из определе~ с.цедует, чwro Xfp(WJnXj~,(vV) = )6 t е~ 
~ '4 е' • 06оЗНЗЧШ4 CИWЮJIOM ~~ пpOCi'paJICTBO,ЭJIOIAG!l!ar.m RO-

тoporo ~СЯ US60pH { Us(~, .'J/, '1),1.~S~ .J+ij, rде V$ (Е,,-1), cr) -
ПОJШНШ по ~ с~епеии ив ВЬ11Dе ~s с rJiaдюnm 1tоэф!Jицие1rrаъш, за..: 

данными f!~ Xj~(W). 
Ле!:!Jа I5, I, Для кацоrо доuуспиоrо 11W11 е:рва.ла суще~- · 
~ ! I . 

вует набор опера!оро:В @jf> : V х А ~ V1P , . О t; j ~ п- 1, 1 ~ Е> ' 

:6 Nj 1 , JШНейшп по v Е V и по.ппн~й.1ца 110 а Е А 1 о6лада»-
щих сJiедуllЦИИИ овой~вами: . 

где 

при 

. i) 8СJШ @j~( V, OIJ= 0 . Ilp14 ~ ~ j ~ .п-1, f=i, ... t ~·1' ~О 

Sxl u;i'"1
1 дQ /Lds = O(p--J-.2) ' раввоu!!рно по ( р,q)ЕЛ wj 

2) G>fp~v,01) = { Gi~,(v,OJ), 1' s ~ V+ 1 l, . 

@fes ( u,oi)(~, 'f}1 д) = vjЛ( ~' ·17, <f )-1JJj-1J(l;' 1),cf)-~ 
- iot$(71,d')[~--1(1J)Qj (~о)Ё;о,'1})] +l)~s(V,Ol) 

1 t: j ~ п-1 и 
~ 

9~-~r ( v,Qt )( G '11' 8) = v~o)( ~. 11' tf )- Us("- 1)((-1], 11 • it) -

- i ots ( 'J, ,t)[ ~-1 ( "1) Qo ( Жо, t;o, 11) t· ~J .:i Fa~f( v,0t); 

(iб.З) 

( 15.4) . 
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оператор~ Fkt? эе~ 'lоЛько oJf v~f'> 11 01.
8

, с s'< s; · 
Э.) 80JШ XJ~1: ( W) n,~J~~ ( W)· " t; ' ~о возмоuо 'JIDIЬ -roza.. 

JXa. коrда I1 n IR; + ~· " ~Q. при· J.IIOOМ (V,Ol)E v хА: 
а) Э;it s ( 1J, OI) 1i ef:~s ( v,ol) со:впа.nаи иа х11 ( W) n 

n l:i " > оо . ~ r. JP1 . . 
XJf:t \ w , eCJIИ 8· ИЯ'l'ервала лjР1 и лjp.,i прПЯ8ДJI8Ж81' П8PBCllJ 

.uacc:r, 

б) ~~s< v, (Y)(t;, 1), tt) = э;~,i v,oz)(~, 1], h) + 
+ ~ g Ii,rA с J;, rz, tJJ Gj~~s' с v, CJ)( ~, 'r/, d'.) < Is. 5) 

8'< s $$ PtP.2 Г;(, 

при ( ~ 17) G Х15 ( W) rt Х {P.t ( W) , ее.ли Л ~1 прияадле-
11 v .t I ..7Р1. 

жит пеf.вому юrассу, в лj: - .вторQму. В внрахея:u 
( !5. 5) g s ~ ~1 i>/ ~ , 'l'J, .r) -I Ие.кkорне пQЛИиомв, хоЭФРициещ-н 
.которых опреде.п:енн на Xj:

1 
( W) Г\ xjp~ ( W) Я :te 88:ВИОЯ! O'l 

(v, OL) • 

Вшrедем сначала из леммы !5.I уttверидение теоремы-I2. д.ttя 

этоrо Покроем dQ ковеЧНШ1 I016ором доцуо!'Ш1Юt итерваJIОв I J-A-, 

fJ- = 1 t ••• , М , по~аоотивm.исъ о !C»I. чтобы JIJ>бoй .иитер:ваJI I,.,. • 
содержащий еrочк.и из U ;.-; ~j ( ТJ *) , переоеRался TOJtЬKo с теми ~я­
т~рва.1I8ЪЩ t ~' ·, tA-' + Г , которые точюt даЮiоrо миоsеоти ие 
содержат. Этоrо _ иетрудяо д~биnСli, 'l'BR. ка~ U1~0

1 flJJ ( '}*) зf'юс­
в.тrо и Dee~ ме:о1 яµъ. · Умsавяое оrраяичев.ие иа пoRpbl'l'JJ& дQ 
допуст.имШ.ш а:атерм.~ми иеобход1110 JJJШ тоrо, чro6k оrр&JШЧllТЪ-· 
ел двуня. СитуеЦШООI а) .и б). перечиОJ1еяяш.ш в пуюtте З) JielA1ы 
I5. I. В .ttачеотве o.кpemвot)ttl ~v 'l'O'Чltil 7J * , о .к"торой rозори­
Jfосъ в ца-qале пu:t>arpaфa, :ВОЭЬМВМ! w" n1.,JA- 'м Wrµ • Поскмъху 
i-vc w1µ. , !О при всех µ = 1·, ••. ,М опр,еделеин ФОРмз'JI8181 ( lfi.2) 
wоzества лfr( ИГ)·, ti JWl Ra.JttЦOro Iн! oupaвeдJU!DO ут:вержде-

. яие JieNШi I5.I о мшшм.· J-11. Вc.ul· пара· (u,Ol) tа.кова. Ч'lО. 

@;fc v, OJ) = о при- зое-11 JJiJ 11! f? , ю" как о.пе.цуе!' иs .ле1Юt 
1!f. :r, последо:ват.&6JЮоп ~!~ и"'1 / .02 1 L.._(dOJ np11 Р - + tJO 

· имеет пор~ О(р-~--12.). J?SJШOllip110 по (р, q)e лw • Будем · 
ПОС.НР"'МНJРdЮ, опре.ц~~ (ru~;ai") • Пус-.rь ТМJ mdt..дe~ V9 , ·, 

0t9 , с s/< s· , приi?м 8j~~,(V.1PA).Fr О при всех s'<з, µ, J и 
~ • Зеюа1:в •. что ~·,U("G и, Ot) ЗIВllOJtr JUl1IЬ от v.s,"0!811 с 8 11 ~ 
~-s.:.'· '· п~. И'»· фy&·I1JJИ ВА эа:висsrr °' еще ве /Шtдеввнх 
1J~, aei" С· $ "~ 3, •. OпpeдeJIDI V8 8 01.r ,lIЗ f('..JIOВllJI 8J:t ( u,~)c 0 



JJpl всех P·t j • р • Та.а И81t JШtер:вапв I JA пок.рQU)!' d
1 

Q , !'О 
l w П · а J.& Up,)-1 х J/' ( W) :;:) па:." ъ • oa!ouy CJIC'leua уравяевd W.ws(v,ar) = 

=:=о' t ' \..t "м. о ~j' n-1 t 1 ~ р ~ NjIJ-L • Эit'ВИВ8Jie1ffa ( в 
cJJIY (15.З) и. ( !5.4)) сас1'еме ураввев.ий 

v;jJ(~, ТJ• 8)- up-3
>( l;, fJ, it)- ia

3
( '1}. it)[ ~- 1( 11> QjCat0 ,G0 , 17) J + 

1~J~n-1, 

- i.09 ( 1], d') ( ~-t( 1)) Qo (~o,t; 0 , !J)j+ 11] + F0s(~, 11, & ) =0 • ( 15 •. 6) 

равеис!':sа ( 15.6) до.аяы ВШIОJIНЯ'1ЪСЯ пр.и всех; ( ~ t 1J, О')с s1 х Wx 
х IR 1 • Фyшtn.Jit Fjs , О ~ j ~ n-J в ( I5.6) зависm- от рапее оп­
редеJiевиш: vs, :в Olsr о .S' <S f!I Оки ЯВЛ.ЯЮ!1СЯ .ПОJШНОМВJdf от пере­

менной ~ С!'епеяи не :eume :гs • коэq:фициеяты которых од,IЮзнач­
ио определеВJi иа 3 1 '?< w 11 принад.пежа~ .массу CCAJ • Одпозяач­
вос!'ь СJiеду:ет из yCJioвиl ооr..nасовmшя З) Jiewы 15.! и Yoro фax-

G!)zt-& ( ) О , , , r а, по jps' v, ~ = при: s < s . . 
Ура:виеиия ( 15. 6) усt'роея.ы ir.aюnr о6разоu, Ч!.'9 u..r(JJ с j=D," ... 

. . . , п -.2, одяозиачио oпpe.ueiяrlro.я .из первых п.-1 уравнеаий по 
v~n- J) .1 ot з • )1.пя оnредмеяия пq~ле,цн.их сложим все уравнения 
( !б. €) • ПОJIУЧИU ура:вяеIDе 

v~-n--!)(~, ТJ,d) - v:~-j __ ··ca-11, "J' <t) ~ 

" ' . ( Q ( 1} J. ) nr-1 . 
= t Ols( '1}, lt) gJ( "J) + 1) - .to Гjs( l;, '1}, 1t ). ( !5. 7) 

G.аедУDЦаи н.ае Jiемма 15.2 r.r~epцaer, по uoodxo;цaмw,v • ж09.:а-· 
'1'011яuм JCJIOJlleм разреш111осr.а · ( 15. 7) ~etca pa»eucrвo ЯJU 
ин-re:rpua о" правой часt.1 no А\ • 0-tсща onpeжeuetcя 

~( ) " ~-1 
0!6 ( ТJ , d') = . ( §11( ) '1 "<. ! ) s ! F j rC i; , t], if) d ~ , ( IБ .8 ) 

i ' +1] '? о J-;;0 ' . :lk!M ip...a" Расскоtр.111 7,Р8ввеиае 

f < l:. J- 71, 11) .:_ f<~, 17) =!С~, ТJ), < 15.9) 

в Jroтop<»ir переме11на!{ 17 проооrает uноаесtво иr с Е ~ n ["а, Ь], 
ts, f& _,, 
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F = - rJiaдxaл фуюtmtя па S1 х w • J.Ltя !oro 'И'оон .ОJЩеоuовало 
pemeue f ураэяетtя ( I5. 9), црЮiадJiежащее алассу С00( 31 х W)

11 

пеобхадимо и ДОС!'SfОЧПО, чтобы RШIОJШЯЛОС:Ь ycJIOJИe 

S F ( t; , 11) d l; = О , ( Iб. IO) 
St 

д о к а з а ! е "11 ь о т !l о. 1CJionиe ( IS" !О) 1teOOXoJ.tDIO, 
ЧТо nро:вsряе'rс.н иепосредсrвеашт шrrзrрироВSлч.иоu ( I5. 9) "с дру­
t'tой cropoi-rн_, еСJШ оно выrнlttteпo. то nеmен:ио ( !569) :впписюэает-

. ~ ' 
СЯ "ЧБНО: . ! мl!I' 

s$" ,- ~ fr.,ttq . .rc ё/, "' dt;, . 
f(l;. ·11)~ '1 ---м". ~ ·-"- · e1..t1tn.' (I5.II) 

, ~ ea1t"'1-1 . . • 
п' Z, n'f'O 

ПрIШS~ехnоо~ъ правой чвоm С I5~ 11) JWcoy ~04 
( s1 х W) про:ае-

ртэfся noЧJtemmм ~ре~щироnsме1:1" При атом яцо уч&'fява!':ь 
аеревеяотио . 

r е l Я>R ".., - 1 J ~ 4 i1T f n , ... 6" t ( 16. I2) 

сцра:sцл.оо~ црж 1} 1 /! <r~ '\i' • u - w 

Jiewn I5.i rв,раm-хр7ет оущео!r:ВО:ВSШ!е рвтеш.tя 1\JU1008 r-. 
Kw 1Ш№1'ts по t.ь, , at" , 1 ~ е' v + i • моапо пОСJtцоваtепьио 
niфtJleJШ~Ь 9.ftt ЧТО все ftVJr JA ( u} СУ) = 0 " . 

1 t' > 

д о s а 1 1 f tt .1 ъ о ' 1 о Jf. а м м u I5.I.Ввцем об~ 
1 

Zjf • EJ(Xfp ( ~/)) t 

Z+ 1 ... 1"~ Jt> • ~.{н,~ ' 
MJЮX&ct»a .111 спаоа 

2;Р. z0c>. 

о,.;~п-1. 

( l.it , 1 ' р ~ AJz i· zJr , 1 ' р '~ Лj..,111 1 О '- J ' п-1 , Nn.l • N oz ~ . 
попаряо -tt& ner,oeaamoa. Это ОJЮдует из toro~ wo: :Rо-первкх, 
QO~C'fзa Xh( W) яра OA1UШitODНX j а раа·ивх р ве пере~.к.а­
»УСЛ, no-iwopu,· • CiUl1 fCXOВIJI I) » оцредел&JtD дoпyc!JRIOI'O 
.ll!fe])WI ~С\'11 Zh а: 2J;' trр08фф11'fСЛ (D !ЮrфДИМ!U 
(~ -8)) na seпopeoeмlitlewa yqaotD om s t »-'fP8fJ.П,. uxoaeo-r-. 
во - В:i.(П:,0 ) rrp.r реавш j ке порео~аисJt. Mouo дае ~ 
B~:L~ ~. llJШ818U DOGX пt-pe'l.IMIUl'.ltX МROZ80i'B ие переоtЭ-



+ -
JUjl)!'CЯ. ПocttIOD набор r.иа.цюа фуШЩ:Ий X.ie + яа ~ о шша{4в~ 
~eneneceaaDllИWCЯ BOCJl!'eJIJDШ ~а.к, что: I), х :-- ( .z) = 1 :в веко- · 
р r , ± JP " 
fорой oxpeomoott.и ~амшtmшя Z;p , 2) проеRЦIЯ .кuдоrо :вз wo-
~oi-в supp х}р .и 'l'(supp х}·_ 1 r) s.a дО caдepd'fCSi в ишер­
ВSJ18, Jt.1JUIS кмароrо М8iiЬJie ;f , З) ее.о Л ~ - . иm.аерва.и B"fo-

poro .uaoca, т-о • 
su.pp x.t;, n~ ~.\:= Ф и supp xj:t,p n ~ ui-t,k = ~ 

(:s ouy ус.поuя 4) в оцределении дапус'l'шюrо ивтер:sаJIВ. это 

воsмоzао}. ~ 
117СУЬ r.л,]:1 - яа6ор :ви.ца ~ X.j,(~,17), xj1(z), O~j'~ n-1 ~ 1 

" " ~ ·1 • ~ ( ) -+- л с 1 xOfopCU Х11= xj, =о 11iИ J == J и Xj z = ~jf (Z)' Xj ~ t "}) = 
"" Х ~ ( Zi i; , '1}) t Dr. ост · . - яаdор { Х °.ст ( :z. j ( l; , 97) , Х je<r ( :z.), ' 
о "' J ~ n - ! ) , rде . , J · 

xJCТ(z)= 1 -.~ xj'f(%)-~ Xjp(z). 
f> р . 

(Iб.IЗ) 

Введем оdоааsчепя 
( ,.,t) (Gt0e1'\ :i: 'llS4" · (ОС"'' /, 

U (31) U. ".,. (,.,.,.) U :'·(~) = Upa i"'~) • . Jf) =- Pi .,. • ..,. \ 
ЯОио. '1!О 

Up.,(•) i:;i ~ и~(•)+~ ujpC:at) + и' 0с"'<:е>. ( 15. 14) 
J,, "1" r; ' 

OCf' ,_ -
Замет.\1111, •о JDЮ1a ~оьа ( а1) 11 1 ai .) , rде • - I, IJ)E .w " 
yдo&tteflOp.187 ( *' .Дoautljl 8810. lc;n QI = { ,;в~1(4>, y~J)(I,)) с r· 
.nля яeaottoporo ~ , to Dc.10 • = • < zJ (4, 17 >) ,8'J60. • = ~ ( rzj ( « , 
1'J ) ), nooкOJWq амеuио et• JtВS ре11еви.я 11ttee1 первое 11 Jpo- · 
вея.d ( II. 5) , рассма'lрИваемов оtиос.втu:ыiо ае r; дQ upa факса• 
роваи~ ~ 11 т; • Те.а -как gcef , !'О zj(~·, fJ) _(,cootDeronea­
иo Tij(~, tJ) ) црияЦJ1еD' oдв.Ollf •в миоsест:в Zj~ ( сооuе1-
ственио Zj-+ 1 , ) • Пов~~ ·Z;(~, fJ) а .обоu oqqae цppa.ueu-.r - ~,р 'W"'+ " 
( Uf l jp ) u ~ ( U Р.' .,.J,' ) , а :в некоторой окрестИоо!W этоrо 
МJIOжectu WJ1110:U1Я х j" равна QD. Пocao.ttЬIJ · uериое аз J'РО­
веаий (!1~5) ее& JР&:ВВ&Яlе мя о"ацвоиарвш: towю, to пре.1D1-
ЦJЩее раосуа.цеиве покsэввае~, ~о c!taцxoнspsrx !'о•.к i suppt':" 
не будет вовсе" Ив яеъuы iЗ.2 в raк<W с.Qчае· CJt.e;rзe~. 
'М'о ~,.<ост)(:r) = О(р "·- 2) равномерно по жв 1 1 (p,q)EЛw" -

lf I 



PaocJIO!'p.Df ~cttмNUiв члевн в сумме (15.14). Пороsяъ.оmr 
ае оdазвив бьrrь 11attw1. По-rребуем, чтобы ояи поnврио со.r.раща:о 
(о точн:остЬ» жо О(р-~-!.)) друr .цруrа. а оеяsо: ЧJI&и, оnечь-

IЦI Zjp • доаев оокраща'l'ься с чанами. O'lвeч.a.munm Z/"1•
9 

8t 

= т-1 Zjp. ~руrими мовами, потребуем, чтобы вШIОJIИяnоеь 

( sl 1 ( U}p (:»о(а)) + иJ-1,р<оео(&-}) /.а ds у11"' О( p-~-t) (15. !5) 

ра:вяоыерцо по ( р, q )ЕЛw .сооt-аошение (15.15) можно ~epn.Pe-/ 
сr~оваtь как 01'pueae ВОJШЫ иJ-1,~ .,;_. rpaИИIXtt. В peqn'fme 
-эюrо отрааешш ова nopexeд1r1' в и;р • 

ДааъвеiЬuе расоJХДеJШЯ: ве saвкORl' от тоrо, Ч!:О (p,·q) 
пpoбeratrr час!'ь це1очиСJiеияой peшefu. c&m внрааеяия ujp ·• 

.. иj..1,р оцре.цмвин nри :всех 71 pq€ W, :ее I, 8P4f R t т Замеяw . 
ТJ"4 яа 1J, 6'Pf lfa ~ , считая, ~о 1J npoderвeт К , &' меия­
ется в оrраsчеивш mrrep:вane; р будем счиi'а!'ъ ~ пOJio­

Xlrl'QIЬИSМ парамеt'ром. · Зависm.юс~r:ь О\' q nри эте8 пропадsи, 

посяо.пыq ияаче , как черв э crpq и 11 pq • оио в вврааеиие 1l}Ul. 

Upq(ae) йе ПОJtИ!'• f . 

P~CCIIO!'pl!I отделыtо ОJrуЧВИ, в хоrорвх ИЯ!'ервu л~ при­
:нsдаеdеr а первоuу ua mopwy uaccy. 

ашаа. -~pJ!@JEA первоrо RJia~§, НеtруД&<i пою:.1за!Ъ, Ч'J.•о ' 
Д1Я а!Е "f Jir 1JE W !pOitta (Ж, 1], lЛJ-;p) y.ttOВ.Пe'l'!Jop.ЯS!' JCJfOВD 
<•>. ЗJ.tесь 

1
-J• В ntnnraд (ЗИ8Rа У 

. Vf!JAtl ~ " , • 

J' = J -1 в случае зяа.ка" ;f', j ~ 1, (!5.!6-) 
п~1 :в CJfJЧ88 звам +'~ j=O. 

" Более toro, яосиеd IIOJDIJl!'erpa.IЬIDD: фующиl ДJIЯ ufip в эrом 
CJIJ'fВe со.ав~ роЕяО 11О O).tUOI С'1'8ЦIОИ&рИОЙ !'Очке. Обоsиачим 
aD 0!88JX10apsae юча: ~~(а, 'J) (д.JtЯ одиократкоrо IПflerp&-

JP • 
.U) • ВlшOJD18D· COOtll01leJUIЯ 

П2 

%;( ае, l;.Ji:le; 'J ), 1}) = Т ZJ~t ( -.~;-1,{'(:if, fl?1 '/), ( i5. r7) 

~J-t, р(~, '}) ~ !;~){ас,']), i i: j ~ п-1 , 

1;~-1 <·~ ·, '7 )·=- ~Ор ( ф' 1J) - 11 • 
(I5. l8) 



< I5. rя) 

(!5.23) 
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I 
ilмo~ ~е,( v, Qt) pa!f!Wll разв:ос..rи :выраsевий в imaд-

:ptt.r:шa с.кооках в ( I5. rэ), :взятых д,пя знаков - и +. Таюш оора-. 
за.а определенвое efes(U,OI) Иllee1r вид (!5.З), t.15.4)-. Равен­
СtfВО aып.7l1rfYJ.\ .и фазовые соотиошеиия (15.23) nоказыват, что 
, . I 
1J6рЗЩtЗШUi В lfYJIL @jfJS( V, ~) · IIpl\ .S= f,2, ... , V+1 ДОС'l'ВТОЧНО ДНЯ 
ВШIОJ1ШН!И!f ( 15. !5) • I. I . 

EcD д~ UНOJ!8C'1'D8 xj; ( }·v) и xjp.i ( Н') пересекаются и 
г1 I 1 ~ ... 

Ct)Q1~9~CT.tзyDЦИe ИН'l'ерва.ш Л1~ и лj; при.п.ад.n.еза'r .Jt первому 
+ "г1 r.:t 

l\J"J.8CCY ~ 'ТО Шt'J)ЭЖеНИ.я дм: Uj;pi (Ж)' i = 1 ; :i ~ раз.JШЧ.8.ЮТСЯ ilOJIЬRO 

на.'IПfО.а.ИеУ разШlХ срезапцз.х Ю!ОЖИ~еJiей х ~- lt -Посколы;у З'I'.U 
м:.q:о.юхте;11 в o.r.:p~c~t110011·1IX с11ационарнш cro{1eR (при ~ Е I 1 n I .i · ) 

равны eJtiHЩ1,te' ТО СО~!'DЭ'fС«rвуnцие ра~~оже1µш ( l51i I9) ЯMJ!hJТCJi 
acmm~c"т.ичar..R.iIМlt r;aw1~eШLfШН · фШ\~Ачеокя одного и ~·ого хе ин­

~erpзr.LS ~ 1заз:костъ- 1Шеет .порsщок О.( р~ ~:-я. ) . В сУшу единс~вен­
в:ости аси.:~1·0'1.'.И-Чf:скоrо разложаЮ!Я св.и со:впадаr.!l\" Поэ~:w~у :ве·рно 

.;-r.s~:рждгние З.а)_ до.каз!Ш6е~~юй леЮI0:19 

сд--rчай :и.м~1•.t~ьвала вrомrо 1:tлac.09.t Pa~Jшtr1JПМ слегкtt llir'fe",:вaл 
""'" ~....... ---,,.._. - 011 t ~ 1 >е1:•~ ......... J: ·~ ....... \ 

1 иос11.ю.ав ,\Ш1!е:рвал I ~ I s.tШ\ 1 ч-rобы он 6ыл доттуr.;1~ и 

ЩXJrjf<ЩH! tftLO.IIOC~rв', нв которю-: x'ft~(2)::::.i на ао J ПО!фЫВЭJf.И O!J 

Т .~ийщан в OT.lн:~nнoc'r.114 Пос~'рш.ш ГJiадкую фушшщ~ N ( s) , 'fa ... -,,.,_ 
rs.y-to2 ~ 'tf'~ о_ (\ц_ s) =.: 1 пр.,ч :r 0 (~;) Е I и oi( s) ;;_:: О npa ~ 0Сs.>1 I ( оо = 
~-:)!к/s1" .... угавнснис дО ) •. Совершим цреобразовээие Ф-уръе no.mm-
1 s:грн)n.1юй фу}·flЩ!1И в .леrsей. чает11 ( I5" l5'), полf~r.ив 

( 15.~) 

Двукратны~; ш1те:гра~:J. 1 ю·однщи.е в )3цраж~НИfi для. uJ~ 11 в эsrou 
C.Jfji"l"~r. рзвны ff91ШJ в {.;R.:i:J c:вo.ttc:r·вa 3) ерезающах фynюi,it?.i ·'\- ~ • 

A-t р · 
Ta.IOI:м образом, ооражешн~ ( ~5~ 24) п_pe,.I\~t.raE.Jwet есс-ой ~;уМ.'4,.fУ j iJJYx 

f 
дщкгr~1·п:.d:Х ~пте11ра..11ов, . f\ коtt·орн:м: t.ipимeruш метw~ етэ.;_щонарной 

фА?Р "!{ Ч!f.И :~fэцпон:арной t}::.азн ~/доm1е~во1·яm ri1c·1'tшe yparшeшui 

( I5~ 25) 

iI4 



f~opoe уравнение показы.вае'r, чrо прямая lir"e(zj,(~, 11>) дOJIDs 
s:роходи!1.ъ. через точку ж0(s) (:в рассматрн'88емои сnуации дq;i' / 
/ d~ _# О ) , перв_qе уравнение Ф!JКсируе:r cos ~, (t;, 11) • Пус~ь 
Лjf' ( tf}) = cos {tj ( Лfр ( 1J)) • Из усiовия З) в ОJiреде.леmш до~ 
IJ10'1ПOro инrервала CJieдye~, ЧI:о лj~ ( 11) ~ ]-.1, 1 [ - открН!.ай 
jlSt'epвaJI и что каJtД.Ыi! из рассмаrриваем;ц 1п1те:rралов при (),ЕЛ~ (n) 

. r "е J· 
содержит ровно одну стэ.t:Ионарную 'i'оч:ку, npmmд.лe.JtaЩVD .в:о"" 

crreJIJ.) поJОШТеТУnАJIЪНой · ~~'7V.,.. Оdозначим э!'.а точки r s. t' ~ ,,., ) .f- .._ .k' Ч!J ~UL "- Jfl t" ' -1 1 ' ' 

~Yf ( ~' 1)_J·) • Коордивв!'а ~f ( р, 'FJ) одна .и !'а же ,1J.JIЯ t;+ и ~ -
Ч)1CJia t;1-;p свяsаНн сооmошение:м ( I5. m ) • При ~ ~ Л jp ( 17 ) 
c'fawioнapшa: то11е~, как э'rо ме;пует из (I5.~).пет вовсе. Поэ-,...... 
rcay при ищ_р j>авнwерно по~~ ж0~s)El, 1J€W · 

t'· ( '9 _:_ о( -v-.z 1 ·-·\ . · ( I5.?J3) 
J@ t' р 1 + ~ :t J 
~ 

Пусть ~ G Лj~ ( Т)) • Внчимения. ,цaJ>'f ме~е :внра~яие 
№Я опред~"IИ'rеля ма'rрицы из час!'ВЮt произвоДRЫХ левш час~еl 

(15.25): 

.;/ 7'" + д~ .9'j,(~J;v, "1) s~~~~,·(~~. 11) ~ ~'Ct;)p, ')
0

). {!5.2'7) . 

В c.uy JСJЮМЛ З) в оцредuеmш допус~.ямоrо интервела и свой:... 

cna З) ФlJUODOt %;, цраваЯ част:ь (I5.Z1) :яе Обращае-rся в 
1r1.иъ. or.e. ci'rawюiii- т0Ч10t ( ..t;pH1 ТJ), i;;,<f>, 'J>} • иe11a,poir:­
.1eis.ю.ia •. а к кВ!.'еrрuам в ( 15. 24) примеяима Jie&a IЗ. I. r,Gот­
~ствущвя сиrяа\'З'Р& imaцpatltmLtX (юрк.· юш пок89~ ве­

слоише ВНЧИОJiеDя, в даин<8 CJJ1Чae равна яуJШ. Иэ внpaemvt 

(15.27) с.и.цтеtt,, wo медлевио Еюmц;tес.я 1'0!.0Dt-eJIИ в o-r&Was-. . . 
ma вspa:&emua дп.я .цвух ра.с...аt'РИJJ88МШ вnеrрапо:в оовпадаm. 

D№utcnянe рэS1ЮОп фаз ДJi.51 деяиоrо СJ1;Т'18Я две~ :в !'ОЧJЮст• roe.r 
ае peэya'feta, Ч!'о и в CJt1Чlt первоrо JUl!'epD«.Ua, а .111еино (юp­
"1Jrf (15.23). Оfсща мSцrе~, ·'lm r•мне uеан :s i;~c~j ·со­
~ 8PП:_JPJ'I'8• ПрJlмеll.Яй ~~Д Ql!aфlORapROЙ ~9U tt (!5.~А), / . 
!фi1 ~€ 4J9(1)) пщrmе• -

. i 1 i •. 
v}f ( ~) = , е Jf' х 

1 SL~~(l:;Jt. >\ t\д~(~Jp)/ d~1 
" ~тt. r - ~ 2 
х ~ p--s~~s(v,Ol)(~Д,' 1], tf) + О(р- - ) , 

..s::-1• 
р" -

1 



."" 

r,це Gks< u ,Cll) &eet.r 11!.U ( I5. З). Ф$ЯСI\IЯ иj~ ( .r) + u.i-J,p( ~J ~ _· . 
при ~eI ·вoo~QШШJJUae!.'CJI tiepes ujp(~) о 1ЮМО1tЬЮ ,odpano-: 
l''O преоdраэовавия: ·Фурье: 

-{jJ1 +оо • Я.ftfl-l ) З 
иj'\,(?&o(s)) + u_tц1(at0(s)) = ~) 1 е -• (' Pft 11.;r. ( f,)df> . ( !5.29) 

~-DI все· ~ks(v, ~)=О• 1'0 из ра:ввяов (15.33} и (!б.26) 
CJieдye~ Уребуеr:mя оцев:ка (I5~I5), irmt К$&, n-рео6разова1!-Ве 

т>ье яе меИЯ$tt в:орw :в L 2. • 

Пус!'~ llЦIOJteO'l'ВO lj~(W) пе]Jесехамся о. X~~(W) И U- · 

. терваJI л;~. приваА&е&.е ~рвому"' uacc~Q! P~~oi'pm( цри ~ = ~i 
=%(.S)EJnI1 фJ"IUЩ& f(s)=иJ;,(~0(s))+иj- 1,~(ж0(в)) 11 

f ;' - + ( )t\ -+ 1 ± 
"$)= u)f'i(~0 (з)) + Uj-!)p~ (~о $ '.J , r).te Uj7p получаетол ИЗ ~'Р 

подстаяоnко й :в щ;д,шrrеft.Р8.1ЫП1е вырuеаия ;цoI!ФIВ1IfeJIЬmп wo-
~мet t ~-Pt" if Так ltU ииеrралы, под,ящ11& в ,вир:хеВ'JШ мв 
f и f , се.Держат ровне по одяой с-rациояарnо:й ~очке и фуu-
цп , 'X.;~f<t}.1) FJ ок.wств:оми э<rп 'fO"IeX рЗDШI е№Оце, 'l'O коэф.­
фициеия 1 paЭJfo:e1ftJJП: по С'lеиев.ям р- 1 для этИ:х Шfi'erpa.uoв 
](ODUll СОJШЗJ{&f'Ъо .ПJПi вkесцеmш фушщвй f(s) мопо прlWеЯИ!.Ь 
ме,-о.ц сtаПJJоваряой фаэu к одиоираmсt11 ЮИ-еrр~v ( !5.29) ,IJ.РЕЩ­
вар.ите.льно по.цоtави:е а aero р!\uасеаи~ (16"28), В С!ацаоJ.ВР- · 
11.NX !очuх фазы и ме,ц.Jе:в.1tо меИЯDц11еся НВ:ОХИ'еJIИ У f($J и f(s) 
совпадэ111'. 11IlРираэЩtвая кo~eirrs в раuож.енящ f(s) .i 'f(s)9 
ПО13"!8~ У'f:&ерид€iВИе Зd) Jl81Мll. 8 . 

§ 16. 11.uш 1.оr.аэа"жьства ~еореЩI I4. 
OJJJчat вG.&зюа: 0о0спеивш ·чисеJI 

Фяксир:уеы DО.В:Q'IПеJ!Ь!Ше ПОСУОSПЩV8 'С0 JI С1 Ii рвеоб~ 
М1I0aecrito 1\ х Л , прооеrаемое цеJЮчисаеВШD1 вепорам ( р1 , q

1
, 

р z ) q .t) ' аа СJ!едуПСИе Ч&О'l.11: 

· llo={(P1,q1,Pi,q1)EЛxЛ: (P1·'11)=(P,i;q.z)), 

"" { ( ) л л 1 1i' - / , .... r , , 1 с - v + 1t ~1 = . Р1ь qt, PJ.5 q2. € х : f J 1t-p1q 1 -· ·J ЛРJ.'1~ ~ оР J' 
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Ю,:,='{<Р1 ,q1,P.z, qJ)€Л.хЛ: jf .л.ptq:-v A.PJ.'lJ.' 1<.CoP-V+1, l 11м1-11Рз.'1.~ 1 ~l.'1p-t}, 
Ю3 = Л хЛ' ( U~-0 ilt)· •. 

~ в этих оnределеаи.ях и в дмьнейшем р = т L n, { р1 , P.i ) • Вужяо до- , 
ltВЗЭ!'Ь oцemty (!2.12) при (р1 ,q, 11 р.},аt))ЕЛхЛ'-Юо=U ~· • 

..с. 'i--<> H·i°"3 f. 
Чрезmrчайво просrо .цовазн:вается эта оценка ДJЩ СJIJ"ЧЗЯ 

( р1 ~q 1 , PJ. ~, q J) Е Юs. : · аадо JШШЬ nр.ишзни7ь {)jSЧШfe ра соУцеmщ 
,n.охазШJ&Dщие орt.rоrоиsл:ьJЮмь соdо!'Вешшх фуl!хnий, х RВаsямодаи. 

Дейс'rВIТGJIЬво, парч ( u,Pi'lt' J.Pi'li) точно удо:uетвор.яrrr уравяе­
пию (!2.2) и при6.п:аеео rраевому ус.по~. Пусть д/dп - про­
и:зводnая по ttopl\ШJIИ к rравице .О. ~ Нщ)я.цу - с сцепоl ( !2~ !О) 
реет м3ото oцemta . 

1 !;; it.P'J 1 дО 1 L;i(d2) = 0( р). (!6.I) 

Д;Lq. до.казаrеnсnе ( !6. I) яQ.tto JЧ9СТЬ t чrо вяражеmtе д.1Ш 

ди!Х/~<s>)/~п. от.личаеtс.я 081' ШфЗUШJ.Я »М upq, (~0( s-J) T0.1Wt~ пa­
~mt дoПOJllШ!W!Ъtttlx: мвоапе.аеl: i\t:i;щ' stn.1'j(~, 1() в no.Il.Ъ'И­
rerpa;ъax -nяраеЮJях: оди01tРа8lИНХ иmerpaJ.toв ·и i. f .. tpq. ·~ siri ~(z) 
в дву.кра!вш. Прье~ ц еам ~ЯИ!В все рассужJtеиил щjе-- . 
дtЩУЩОl'О USpattJaфS• RaXC\1.tВI, '1!0 :ВВ!ду ВSJОIЧИЯ YRSSSШПII lf..tl~..,: 
u~елей оо.кращев:вя -аеноа аСIDЮУО'!.ичес.коrо Pf:l~JIOЖemtя в:е проис-~ 
ХОДИТ t 10\ отарsй ~еа ( аЦеШаем:яй в ОJфеС!ИОСП мyc-rmt ив 
rрашще через пpeodpaso•De ФJр:ье) имев~ Порщtок О ( fi;q," ) = . 
е:О(р) ~ . 

Ilp.МemtМ а функциям· 'U.,,•f• форму-q ·t:Рпа . и воси~уе11Ол , 
оцеЮtаМI ( 12. Ю). ( 16_.l) и pueиcnt11 ( 12.2): " 

. ( ~Pt q1- .ЛР:t «t.i) ( ~Piil~' цP.t'li.) = 

= S ( _duP.tllt и - dир" ft u ) ds ==О( p-JJ-:J) ( !6.2) 
t>Q dn ~t 41 dtt. /'JJ.tl:. 

Ва (I6.2) opaQ с.аДТеtt 1 оцеве (I2.I2) :а оdлас~и f11 • 
ПодобВые pi1ocpДeua, Одвав.о, яепримеавm в об.Jшст.а: IO:t , 

• IJ1 111Jt1 ttoro, wo er8til оо6ствеюmе 1111e-,1s базп. ()пQем 
:вtф&'tiie oшto»we iд~ доааs~спа оценок скu:$яп про.изве-
деиd В 8RX CJl1ЧUX• -

!ic.111 (Ps' "t 1Ра16 'l.t) ~ IJA ' JIOOuakъS:Veм°1! 801111Ii'rO!UOI 
'U.Ptt/011.) · R.P• · Р. -+ оо , UQQ"'tf JllOI J1881'О,ЦС"11'Ч C~tЩIIOИ&pRol фattll • 

Зак, 47 · ·YII Т • 



в Э!'ОМ случае произведевие UP1<lt(~)UP.:ltl2(0C)-- JIВ.1Ше~СЯ OЫClf!IO . 
о~ей ф~~й переменной ж, .и -ПOv"f'~ схапярвое 

• про.изве;цевие JШJIO. Бнс'!'р~ · осЦИJIJШЦИИ ПОJIУ'ЧВD11'СЯ ввиду !oro, 
1f1'() Y1"0JJ М83.ЦУ шщравлеви.вми ОСЦИJLJШЦИЙ у фушщай UP1'1J .и 

uP~'l:i доцускае'l' оце~ сиизу. В случае ( р1 , q 1 , р2 , q .2) € ~3 
:виесек в исходную задачу МЗJIОе формально самосопря.,женное :воз-

мущение. Для :возuущеШiой зада~ пос~оим nре~н:Ш.1 спорооом · 
• " """' с ) , ~ возuущешше .к:вазrn.юдн uPi'li ас . .и соос~:вешш~ ч.nсла JUPiCJ,t , 
i = 1, 2. Возмущение под6ерсм таким о6раэои, ч:rоjы ДJIЯ возму- ~ 

•ен.ных аобс'rВенвых чисел Вl:ШОJIКЯЛасъ оцеНitа 

oi" 

1 )' Лр19~ - V Хм~ -1 ~ const · p-V+i • 0:6.3) 

Расоуцая -rак ?le, как и в случае o6Jiac'fи Щ1 , по.лУчаем при-

6JI.uевяую op'lorOИaJfbltOC'l'Ь · uPi'1i (оо) • )rт_верждевие о нево~­
щешmх .квазимодах nа.пучаетс.я !'"еnерь в с.илу ~ого, что они UВJIO 

мпчаются т возмущешшх:. 

/ ' . 
§ !? • JioкaJibliaя .nемма oq орюrоиалъиости. 

Оценки в оОJШС'l'И tJ2 # 

В 00JiaC1'11 !J~ .Щ)И6JШХеННая . opтoroRSJIЪHOC'l'Ь функций 

Up1~1 и uPJ.'1:1 ЯВJШется сnе.дС'l'вием -roro, Ч'!'О направления ос-

ци.uяц11й у э'fИ:Х фркций ие совпадаJ.)~-, и поэ~у ортогонаJIЬ..а 

аоьn .имее-r лак~ XfWBK-rep, ИО!'орый ,,-очно фоl ·~улирзе~ся в 
.muec..1e~et .пемме. Пусть vir с Е х Е • Будtiм обоз1 ачаrь !J.<.w 
ЧSС\'Ь ю .2 ,-- COCTOJ'ЩVIO из всех ( Pi, q 1 ' р" J q, :i) € ~2 ' д,1Ш JtOТO-
pu ( t} Pi ~1' 1J PJ/11)€ W. .1 

!@!!Ш tz,l, П,м-ь ( 11~, 11; )ЕЕ х. Е и ~*Е Q • Суще-
СТ:ВУIJ8.1' 01tр8С!'НОС8.Г:Ь v точки ж* в (R~ 11 окреСl'ВОС!':Ь И.' !'011111 

( 'r)j, fJ;) в· Е х Е , о6Dдаnцие с.ад.vщим сво1с-rвС1~1: . 
(%) АJЯ .uIOol rжа.цко! фувхцu tµ (ж) , нос.пе~ КО!'qрой со­

"е~ся • V, раввомерио по (pf,qpr:uflд)€I0.iw спрвведпва 
оценка 

S S 'i Р 1 q , ( а ) -;; Pi-q J ( ж) \ Ч' < ~) \ t d :(' d У = (> ( Р -· :l) · 
vn~ 

( f7 ~ I) 



Из леммьt 'fl.i нетрудно внвео'!'И оцешq (i2.I2) в обJmС!'И 
Ю 1 • по.кривая Ех Е о.в:ресi'НОМ.ЯМИ· W и JС'1'}18ИВ8Я ДJ1Я каz- -.... 
дой такой окрестности хонеЧное разбиение едивицн из фушtциl 

Ф 2 • Oc-rSJiьн~ час-r:ь этоrо параграфа посвящена дОК8З81f8.11Ю!ВJ 
;iе;1ЪШ f.7. I. Введем для удооства сокращешше оdеэиачеВJШ uPifi(tlф::: 
=== ui(~), l]Pitli = 11i , i = ~, 2 ·! л ТоП~ Испмьзуя форJ11~ ( I2.З) 
и (I2.4), предс!'аnик JieвpJ часть (I?.I) в виде 

· n-1 n-1 ' 

( U1\jl1 U.i. tfi) = ~ L { ( i1f j) t/J' ~2. (j')'/1) + 
- j=O j'=O · 

+ ( ~~jJtf1' ar.r-''1-') + ( arj)tf'' ~ 1пtр) +(~~J)1jl, d_?'J1P)} . ( !7;2) 
л ( .) " 

~ВOJialШ и1~ обозначены одвоq>аmне ИИ'188rр8JIН в (12.4), 
а ~ J { - суммн д:ву:крS'rвах ии~rра1ов. . " 

' )IJrя оцевка членов в ( f.7. 2) dyдw прим81U1'1Ъ CJJSдylltfD Jieu-
1.fY меrода стациоваряой фаsв.В ее фориуnровttе Х - nроиэВО&­

яое миожесt.rво, пробеrаеМое па~тром б". 

Jiowa . I7 ,21 ПуО'l'ъ О с fRD - о<1пастъ с rшЩко1 rpa!DIЦ81 · 
о О , h(txt, б", р) lt g<.ж,б, р) - функции переменrrwс De € Rm, 
о Е х' р ~ о ' yдOВJ.tet'ВopJDIЦle ycJ.[OВIUDI: 

I) пря каидmi .б' и р. Ф.vmtnlи h • g имееtt DpOJl8ВOAD8 
по ~ .цо чe'!'Dep-to1'0 порsдка В&D1JЧИ!'ежьяо, ограяичеявне uосю-

ЯШП8И, ие завистqими от 6 и _ р ; . ~ 
2) 11р11 It8SJtOJ& б' и р Ф1аtщ11я g< · , б1 р) - фаJrrвц, при• 

чеи supp g ( · , tr, р) с УС 1 rде х - 1t011J1u~oe. всаесnо, ае 
SSВИCJll168 О! 6 Х р ; 

З) h - ;вещемвеивая Ф1ЯКDJ«Я, • при .ка.~tом 1eesupp(·,6,p) 

. (11.З) 
-

8QПИ 08 - 11Q'tр8RЯЯЯ \'~ Q , И 

1 ( gradoe h, 't'(~>) 1 ~ cp-t/J., ( i7 .4) 

&CJIИ а€ dg • 't'"(~J - JllIOot каса!!еnвнl· к cJQ в ~-очке · •· 
вектор еДIDЧИnй ДJrив:я. В (1'7.З) • (17.4) с - · поаопrеnкu 



пос~ОSJШая. ве зависящая от б .и pD Тоrда равномерно по оЕХ 

SQ е iph(OC;8, p)g(~, б", р) d;,e = 0 ( р-~) • • 

( ~(j) ~(j) ) rъ . QyeIШ" и1 Ч' 1 и& ~ , Положим в наборе v" (см. 
§ IЗ) фjriю.um х. = 1 , а оота;ц,ные функции раВНШiИ ву.шо. Tor~s r~o-

. (Qf, \ JA; (j) ) r . 
. IJ1Шil upiqi ~ t.t;... • УСJiов.ие 6 в опреде.1еип О~4J>есmостей tjk 
(см~§ II) показывает, Ч!_О !f:ройка ( ~*, 11:, ~) 3:'J.tО:влетво-г11еt 
усJ1оваю ( *) , ec.JIИ ос€ Q • Поэ~аq Дil.S: ц[JJ верно предсttаме­
пе (i3.I5) в некоrорой окресtяост.и парu (:ie*,ТJt). Скалярное 
nроиэвеДеuмв--; в:о!ороо хо'!'ии ОЦ@ИИЬ, JЮХИ.о предс!ав.кrь ..(:выбрав 

подходящие о.к.рестноо!'.И V и И·" ) в виде конечной С1ШШ интеrрs-­
.ков 'flШS 

S 5 е ~у':\' 1 81(:11,11ео ,~о; ~Jp<ae, 'IJ1),'I/ 1>- SJ,(:ie.~o 11:0 .~ j'p'(ae • ·IJ.t), fJ ;,) J х 
gnv 

х A(ut,p1 ,q: 1 ,p~,q~)11J"'<oe)d~fly+O(p-я.}) (I?.5) 

rде ~ == ~~ ( Jt.p1 q1 
+ Лpzq.), А - rладкая r :кцил. Не11·р:1дно у6е- __ . 

ди'rъс.я :в том~ что noд1:m~erpanнoe вирахешtе в (!7.5) удоше~:во­
р..qе~ умо:эи..qu I) и 2) Jiewн I? .2.. Провер.ии усло:аsе З). Нужно 

, 
vsj -- V8J, .= ej(!;jp(ж,'lJ1_), 11 1 ) -- ey(l;Yp'Coo, 11,), ·172 ). (I?.6) 

· Поско.л:ьitу ~очки ;zjf( t1t, 11) 1) и: .tj'p' ( ж, "}я,) лежw.r па· кривой В ( ~) 
( см~ФОР11У.!!:У ( 15 ... I) J, ·. а э!еа крива.я :в расскатривае:мом с.лучае пе­

ресекается С Г111 И, Г 7l~ !pEШCBepcaJrЬHOt . И оценка д.1lЯ углов пе­
ресечения равномерна.я ( чrо CJieдye'! иэ соображений ксыпшс!'11ооtЮ ~ 
то разнос,.,:ь, с1.rоящая :в правой час:rи ( I? .6), оцениметсл no uо­
дуiю CIOISj че~ез рзсс~отше Между крившш г 1l 11 r fl ' KOifOpoe 
яе меныnе coтist·~ р-!12 (см. опредмен.ие uиожестk . .Ю.2 i). Пуоаrъ 
tепврь ж Е дQ • В этом с.жуча~ 

( ej(~jp(•~ ~i), 7J1)-ej,(~j'p'.(~, Т/;); "l.2), 1'(~)) = 
= cos~j(~j~(~, ·~ 1), 17 1 )~cos~1(~j'p'C~, 11:1.), 'rJ.i). 

Поско.n~у (.s, 1') - коордипаеr~я cиctteua в ~ .1 ~(2j(~Jp, 171)) = 
:-- s(zj'(l;y~,, '1.2)), ~о предыду11litе рассу-.цеюш, показшsают. чtto 
рассма1t'рiеаемая прсекwrя оцепввеtся снизу no модудю веJJ.ичииоl 



• 

con.st· р-1~ Мн KUOДIDICJI в JCJIO.UЯX пр.имеШDIОО!.1 Jtetali !7. 2,ао­
!Орая .цаеt rpe6felilYJ'J оцеШtf .мя интегрмо:в ( 'I.7. 5) • 

Д1.Я ОД~ВU членов :В ( i?. 2) , содераащц u.{JJ 1 по~·ребJИ­
СЯ соверuш'.1.'ь преобразовашrе Фурье по ве1tоtорому шшреuеЯDJ Ь. 
Э!'о приде1'ся· дела~ь из-за наличия каусr.ик.Пуо~ Vc:Jг1 s WcExE -
nро.1зВОJIЬп.ые пoJDШoJ.ec'l'вa. 06оэвачим B(V1 VV) noдыiloaec~ao I:) 
СОС!'ОЯЩее ИЗ :всех !'OЧelt Z 1 ~ВКИХ, Ч'l'О !) %Е: f 8')

1 
U Г'1.t дn4 

веко~орой пары ( 71 и ТJ2 )Е iv, 2) Н( а:, 3-) = О J1,ISl ueкo-roporo 
t)C € v. 

r' 
1 

i Лемма, I? 1~ Для JОО6ого :JC *ЕО и Jiюdott пары ( 17~, 17; )еЕх 
1 
)\ Е существуют окрестноо'fь V ~очки t1e в IR1 , окрtоотносsrь 
W rоч.кй ( 11i,11!) в Ех Е .и векi'ор Ь едиюrqпой дл:1Юi,!81U18, 

r 

е(~) Ф- Ь 

Дj1Я всех . z. ЕВ ( V, W)tt ECJJИ ~* € дО , ro :в качестве · веnора 

1

1 Ь можно вэть ед.иничннй вектор, касате.u~ .к dO в то1?'!е · 
~*. 

д о к а э а ·! е л ь с т в о. Пуст:ь А= б ТА ДJUI JWбorO 
л • . 

А .с ~ 1 rде б - ИНВОJDЩИЯ, определешmя в конце § I. В с11.17 
' нrшреры:вной sависюаосlfи всех рассматривае14UХ 1Рtци.й O'f :ас и 

ri досtrа'!'очио докаэа-rь сущес'rвование ед1пшчно1~о векrора Ь , t:ra­
к~o. что е (z) 4~ Ь ДJIЯ всех ::: ЕВ = В ( f ж *} , { ( 11 i, 1] f) ~ ) U. 
U :В( iж*j, 1 ( 11i, 111)) ) • ЕсJШ ~*€ дQ , !'О эrо свойство нужно 
про:верв-'l'ъ д.n.я Ъ G ~(~). После.:пдее ВШIОJIН.Нется. rax ка.к ояо оз-
наЧsе'!', ЧlfO Jiу"Ч.и ttne(.z), rде :.tE Г 1}• U Г.l)* , не Jt8С8ЮЮ.Я 
д2 • 1 .2 

Dус!'ь теперь оо * лежит ВНТJ.'РИ Q о P.accмot'p.nt мяоаес-пю 
В0 ::) В , состояще~ из всех ~оqеи z , дл.я Jtotopыx Н( at*, :z) = О. 
Отображение, сопоствВ11J1I0щее RaxдOJl1Y z € 80 единиЧИНй ве.к,-ор 

е ( 2)-, ecttъ rомеомоэ;хРизм щ~ожеотва .80 с~ ва e,DJl.SIЧВJI) окрр­
яость f e 1 = 1 • Поэтому для дoкa~a'fencirвa Jiеммы досrаточяо п~. 
каза-rь, что В * В0 • Пpeдno.roЖJD1. чrо В= В0 • Пр~с!'авим МВ()­
иесr~о В0 в :виде В0 == U1 ~ ~N(Гt.t n В0), rде Г = Г (l) JWt 'Г.., = 

,._. (J) • Ol_ \) ТJ. ..... 
=Г * , ·t=1 12. " 

~i У.казенное предс'rаВJiеШ1е есть разdиев.ие мноzес~ва В0 иа 

,121 



яепересекающиеся зSМitНу'l'не множес-rва, так как Го~ при разных 

ot JI.И~o r.овпе,щшт, JIИ6o яе пересе.ttЩ>'!'ся. Последнее следует из 
. t'OrO, ЧТО r c.j) - 81'8Iate ROМIIOHem.'a ИИБ8рИ8WfИОЙ RрИВОЙ О Ир- -

1J. 
рациоиалъввм \шелом в.....,ащеяи.я. · Из связво~ти В0 следует, что 
В0 = Г <У n В0 МЯ я~.коrороrо et • На самом деле Во= Г oi , -rак · 
:как ооа эти множества я~ся tопQЛоrическими окружностями. 

Иfак" В0 _В =Гоt .-Поско.л:ьку. { tin.eC~>)tEBo - множес\'во всех 
.иучей, пр ох одяпtИХ через 'l'О-'ЩУ ~ * , sro на}lде'l'о.я точка .z 0 Е Г 01. .• 

ДJШ itOTOpOЙ B8lt'l'Op е( Zo) Op'rOГORaJieЯ Х дQ В ОДНОЙ ИЗ двуi: 
tочек пересечёmш ttn.e(z) с dO • ~ Тоtда ли6о Т%0 ,; Г at , , ибо 
Т- 1( Zo) Е Гаt , !'8.К -RSR 01l'pSЖeНИJd В З'l'ОЙ TOч.tte JIYЧ Tmtae про-
ХОди'l' через точку ж *. Отс:uда сле.цуе-.r, . Ч'.t'О ЧИQ.."IО компонент .,-

" и:явариаш-юа .крюэнх равно еДкяице. Но rorдs л:юбой луч, прохо- ~ 

.ц.ящи.1 через ~ * , ПOCJie отраzе1:DШ O't о.О !'акае IrpOXOДИ'l' через 
m* в CUJ'' то~о. что ТВ0 = В0 . • ПОJf1'Ч8ем, что JIIJCSo! луч из 
семейства tin.e(B0) Op'1'0roиaJieи dQ, • Это моает 6Н'tъ тоиыёо в 
том случае, eCJJ11 Q - 1ф11' в ае * - ero цеяr,Р. Но _в этом исмю­
чител:ьном CJJ.yчae чимо вращеяия Т f Г °' равно 1/э., 1 чrо проi'И­
воречи_ яаш.им nредполо:аеЮUJМ о семействе- иявариа~mшх ~­

внх •• 
Введем в Оiфес-rиос~и ае* дeiap'l'OВJ коордика~ЦJD сис~емt 

(жн З!2), полоав ое = ое*+ ~1Ь.1.+ ..2!4 Ь , r.це b.L-8.!UfRИttньil век-· 
тор, oproroвuъиd .к Ъ • lopq.18 (12.4) auurr· и.~(") пра 
всех О1€ IR,1, в ие !'Oltblto np,1' :.Е-0. В CJL&.цvultl 111&е фo}llJJII 
ВОJфаQ1831&е!'ся цевио И'О продоuепе. PJcc.O'fPJQI преобраз~ 
:ааое Фур:ье фушщd u~jtz)Ч'(~), ai = 1,1: - -

. 4- +оо . 

v~JJ( ~1 , в}= fJ:' S е ~ f.i' -Y.t.
8 ~j>c.жi1 , ~.i> 1J1 (~1 ,.r,i)d.x-.i • ( 17. 7) 

- ' -оо 

Jle8ta 17,4-, а) При ( Q ~ ~ 1 

v~jJ<~1, 8) =О( p-tf Q 1-lt) • 

б) ~ВJl'J.' окре_с!Иос._. Vзае*, • Wз(~f, 11lJ• tau~ •. wo 
c.leJODIM one• ВНПО1В11ttся, есп su.pp Ч1 с:- v , равllОЕряо no 
( P1,q.1, P1,q.i) € IJf' • J·91 < i: . 

" .2 • ·;rh(J) . 
исj)с~ в>=·~ Ac1J <~ е )et .л 41,~+ orp-:l.). < i7.в> 

Qf • 1 ' ~ 1 --а,,~ 1 t . 

~=1 



Производные фувкцd А~~~ и h~:~ ~ че'!'Вер!'оrо 'поря.цка 
ВВJП)ЧП'е,IЬНо оце111Оf~;ся пое!'оявннми, ие еа~с~ от (p1-l '1J• 
р", lJ.i)· Фушщц А~, Р (~1 , ~) =О при f .:ж! 1 1 ~ dt.a..m _s~pp tp:. 
Суммироваm1е :в (!7.8) :ведеJtо.я по С!'ациоварШ:DI "'Очкам ИH1rerpaJ18 

" ( !? ~?) , чис.10 -кот~рш t .иеааЩJП :в яооnе.ие 'f , ве превосходи~ 
двр. ФушщиИ' h~:~c.r1 , Э) · - значения фушtции (I?.ro) в э'fп 
стациоиарн.ьrх точках. - ~ 

До к аз а r ель ст в о~ Испслъзул форМужу (IЗ.З),за-
тrишем и ~jJ в :виде 

v~j'< .:cj, Э> = 1'Л' SSe iv'::\'hJj><x,в,1;> д2\ х, e,q)-x 

г.це 

( Т7 .9) 

(I?.IO) 

Уравнен.и.я дл.я стационарша точек m1теrрала ( I7. 9) имеm сJiеду­
ющий :вид: 

дh(j) 
а1 = е + ( ь,--еiс~, '1JQ!>) = о, 

0~2 -
дh(j} . • 

- о~ =lf;(2t,t;,1Ja) д~ 'f/j(t;,110/)=0. (l?.П)' 
На вос~еле подшг.rегралы1ой фушщии дер;/ d~ != О • Видао, Ч11'О , 
ПJ)JI f G f > 1 С81'8ЦИОнарянх: !'ОЧ01\ пет, О'.rКудВ CJIGД)'BT у!'Бержде-
НИе а) е, Уравнени.я ( Г7 .Ii) показяваm' чrо Сi1ациояарваЯ !ОЧКS· 
Cxi~; ~i'>) находится медующи:ы ооразОJ4: из семейства ~-Ч:В1 
ti1ne ( .lj ( ~, '1].0I)) DlJOИ~Be!'CЯ JiyЧ, J KO*l~Oporo .кос.инус 11'.ЦЗ, 00ра­
ЗОВ8ВНОГО с напра:wtенвем Ъ , равен -Э • Значение ~i~> рано 
прое.кцп на ось ~.2 'l'01JIШ пересечения npswoй· х1 =Const с .вн-
6ранв1111 лучом. Так ш:~к d'fj / дf;:; О, ro в мм ой oкpecrнoc1·kJ ое * 
rmua с!'ацио:варIШХ !'очек мохе!' 6ыrь ~е 60.11ве двуж.Gтацвонарвне 

'fOЧD 6УЖУ'f ttевнрОаденными: · 
. ""'С} 1 ( dtpj) 1 

/ - .h~ss h(:/ = -( ь, !'-j(l;t17ar>) о~ =F о' (l?.!2) 
• • 

eCJI.8 ( 1) 1, 1'J:i )Е rV, rде W - ДОСТS!ОЧВО М&lая oкpeC'l'llOCtъ \1] 1 , 

11i) • Э!о верно в ~uy Вноора вехтора Ь • Приыевяв .1ewy !3#1 
·к ( I7. 9). пааучаем ФОР.Ужу ( 17.8). • 



(J) A" (Jf) • 
х ut (ь~1 ,в)и2 (.:t!.t,~.i)'f'(X"1 ,~.i)d~1 d~.t. (I?.IЭ) 

Oxpec\'UOC'ta V и w- ввбере:м такими, чrоон в ша: mшоЛИЯ1ась 
uцев:rса (17.8). Uодоrавим в (I?vIЗ) вырвже1Пlя (17.8) ДJJЯ uJJJ 
.1. ( IЭ~ 15) ДJ1Я fi-2 • ПOJiyЧirМ конечную OYJllEI Dt'erpмoв Ш!Р 

.+ +оо . . 

f.Л -~ d Э ts е;, УХ' h ( ~ i ' ж 2' 6) А ( .r t • .r..t' Э) ip ( ~t ' ~.2) d .r 1 d.x-.t ' ( !7 • I4) 

rде h.(3:!1 '..!!~, Э)= - '1?.i& + .rf~>э + . 

+ -1 ( :i~>,-~о,.!; о ,c;"f>\ "7 1 ) - Sj, (~, :ito ,/;о .~pj" 11 :i.). ( 17. I5) 
Здесъ te(~'-_c ~j, .r.i~) ), ( xf~),..t;C\\)) '"' С!'8ЦИОВ8рНН8 !'ОЧ.М. фушщаи 
( i'7. !О). Бaчи('.JJ.md g~all rv ·: 

. дh (~) 
dЭ = - .ю~ + ~1 ' 

. ~~ ... ( ь.1., e/~(~J. "11>- ep(J;j'p' "li))' 
(./~1 дh 

" d- =: - э- - (Ъ' ep(ё,J'ei, fJ!i)) . 

• 

.x.i \ 
Испол:.ьэу.я оцеаку а) ле'ft.МЫ I7.4 и вводя доttотD%тельвые cpe&SD-
ш.ue фуя!а.'tП. МОJШО с:вессrи-оuеШQ" интеrралs .к СJ11Ч.8Ю• xo:r,цs яо­
сnелъ подшWеrрал:ьиой. фушщии содерuтая :в V х- ] -1, 1 [ • Пус!Ъ 
-Е> О .1 ~s-{C~1 ,~.i, ~)е Vx] -1-, i ( : f dh/d& ! < ep-t/i ~. " 
BкuOJtИeuиe rсло~ Э) JLеммн I?.2 буде'J' докаэаво, если по.к8&81. 
Vo nр11 ·аехотсроы е >О справе.цп:вн ве:рэ:аеиотва /g,..a.d~.r 'h /.~ 
~const·p-114 при :в~вх (Х'1 ,~, В)Е cr/€ • f (gТ'a.d~ ж h, · "t(.x-1, :r1>)1~ 
ieon.S~·p111 npи (~1 ,.r,i,Э)€~ И (.rJ,з:1)EдQ • 

1 
.i 

~u ах -Э = ·(~_, е;Са'~', 171)) (см. 1Р1ВНеки.s: (~.!!)), 10 

graa.4~s%Ah ~ 'e;(i;(~J, 7/1) - er·,(~j'(H 1J,1) • При ( '1'.t 'ж~, е)е ~ 
D CUJ \I?.Ii) .1 'l'oro, Ч!О ,х?:, - ~1~)J<sp·t/J, верна t>цеике · 

·1 ~(~, .~(~); ~J 1 ) 1 ~ .const · ep-1/J.. Rpat11e !!oro, J1_;,(0t,~j'p'"7~)--U 
по oпpeJtUeВJD) ~j'p • TaR как ~сотояое uеад:у ~ 'Jt .i Г llJ.1 • г1 
мelDillle oon.st·p-J/~ cro dLst( zj(~(~>, "} 1)t xj,(4Jtp' 'i:zJ:, con.Qt· р-1/А" 
hедем ·• t«ресt'воств эrп toчe.it в:oopJU!US!НJr систему (//(oe))rp). 

124 



-
Ее.о ое м~!'CJJ в Q • to все eВ!tJ.[QOJUi . нetipИRJJ, . cOQfвetic~ 
ВJDЦ11е и& аоордии8'11D11 O.ВC!'81.fau, раiтщерво e.R1ШJS8Jleirtвя. Ко­
ор.1t111•11 Н(а) эu.х 'l'очеа., ш бWio по.казаио, paзJШчsmcs. на 

В8ШIЧР1. ие :ар8В111181JЩУ» const. е р-11~. IlO&!'CUY Щ1И" .'ЦОС't81'0ЧВО 
11a.aRJ е 1IOOpJUUl8!'H f lt'П точеа .цоuян раЗJIИчатъся иа веJШ-

. чimy, ие мe~·cort..St·p-tд. Отсюда ОJ1е,цум JI)'1tВВя оценка м.я 
gpQ!f~Zt }-" -:;: ~(zj (~l·)}f) t)) - е ( :t.i1 ( f:;j'f 1 IJ)J.)) • Пр~ с.~1, ~l )Е дQ 

1 

ваu:оrи1Ш.Не рзооуж;цеюш в .координатной системе (s, ~) д/JМ I!Y%-
SYJ' оцев:ку р.л ( g"ra.d:;e х h., 1:( Х1 , ~1)) • 

. "(j) л ( ·,1 ~ 
CШOil (и, ...!z и:/ 'ЧI, ! 8 Действуя тmt хе, как и в преды-

дущем с.цуqае, . эдесь мн д<lDНЫ оценива~rъ четиреn-ра~ ~ше .иш.-еr- ,r 

:РЗJ!В аца 
+оо +оо 

fi:' s dG1 s dЭi s s eif:r h (.r3 'Хд_,е1. 5.1) л ("r1' X,t 'е1' е,_) cixt dx:t.· 
• -- ()О -r;o ~ • 

Не будем преодить явное :выраnние Jf)lП h C-r1, ~.i, Q1 ~ Q2)~ Внпшпеи 
.пяшь внрЗ~mtе шrл rрадпеша этой функции: 

а k _ ( ь1 с с~' _ - (t/} "· , ) 1 • 
-:;-- - 'ej ~J '711) ej,(E;J' '"111 ' 
"~.1 
,' д h l\ • i'k. 

-- :;= - «: 1 т о 1 ) 
аз:.t , . < 11. rn 
dh . (~) 
~= ~ ~i тХ.2 · , 
Otf1 1J 

' дh (~') 
...).:\ = .r:t - x.t ,, • 
'1VJ. . . ,} 

Мы 1Щ.11М, 'Ч1I'О по'Ч\'И без всяm изкеnеmiй цpoxQJta! те же рас-
оуа:деюr.я, wо·и при оЦе:нкв· (u(jJtf,:~JJ'J.\fJ). . ~ · 

Техацу э!оrо параrра)а моJШо IID.ИМе~ь и ~м.я оцеИЮJ пор­
ыв и pq с:верху. J!:емма . !З~ 2 nохаэ~~6'1', 'Что fl;t,: ( ~} = О ( 1) 
равяо~серио по ж € Q • Вве кауотJUtИ ц f~ ( ое) таае бJЛ3'1 1U1e'f1it · 
цорндо.к 0(1). В окреоtнос!'и .каустиi он.я JШf31'f порл;n:сж О(р"11). 
О»1аао, ·совершая ~еq4разов811Яе Фур:ье в иaцp&JJ.1e1UUI Ь , _,.)QO 

ПОR888'fЬ, ПО 1 i(Uljll i (QJ=O(i). Oфopuy.t0rp7eм dO.Uit ·~ ре­
еу.:аие, хоторнй зо~оdиtоа · 11 -cneдyJIOt&• параr.Р8фе. !IJC'fa 
[ uptJ] 0 = Upci, [ирс~]• ~ k~ 1 - Ф111W1•, аоrорая DOIJ'Vi'fca, 
9CJL1t в (12"4) ~dроСИ!Ъ в фиrfрша оаоб.сц DOJ№Wt k UlllOI • 

пo.qqeIUnle Ер81t6ВИЯ noжcta8t'J. » ( 12.3) а1есм и~4 . 
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• 

lLP•' n •. ~. Равяамерпо п9 ( р, q ) Е л 

~ [u.ptJ ]k 11 L
2

(Q) = О(р-'=) · 

§ rs. Оценки в о6.'!асти ~3 

" 

t 
• 

:1JeМJ~f:.-.J!hJ" .. Кsцое '}*G ~ обладает окресsrиостью W в Е, 
такой, чrо оцс:шtа ( 12. 12) выполняется равномерно по { р1 , q 1 • 

) ta\й'~W Q а-. w)(w ( " Pi, Q,i е ~3 • ~есь ~3 состоит из всех P1,q,,., P..i• 
q ,.t) Е' i) 3 f -ДJ[Я rtU!'opIOt fl Pt qf, € w' i = 1,;?, . . 

Из sюй JtC№AЫ wreдyesr нужная оценка в o6Jiaccrи ~3 , тва 
щ:к l?i о trowoo!!Ш дu конечно.:\ час'!'.в покрывае!'с.Я oбJiac!'atи 
"lii! )t' ~ fAJ' ..,J ~ 8:(" , ее.о обяасти псt nокрываюr Е • .даJiьпейиrее содерsа-
ае nspa.~ посвящеJЮ дОRаsа!'мьству леммн m.f. 

Пар7 (°'• f))fi R1 х Е 6удем :~азы.ватъ рег;iлярдой, eOJI~ 
а) :-llt L,. б) суще~:цуе! по 1tрайией ~ре одна ТО'ЧКа пересечепu 
apool В(ж) ={ z-'"~: R(Ж,%) =0) р хривоА г11 , хо..-ора.я ве 
.lfU'f li. Ua~;611_1rf',<ir.e. в э'.Юй '.ro~e dpj ( Е., 11) / dl;.,. о ) . 

1 

ЛR!В,Ш.1~~ С,.мвут .oкpeomocn w тоvл 71* в Е :и 
а~е О!~ое мяохе~t'ВО i1 с Q , таме, Ч'fо Vx w цеаJtом 
соо~ои 11 PQ1'7JfЯ'p!DIX tочеи. - ~ · 

Jt о lt а э а ~ е Jt ь с lf в о. Так Rmt !ШOJteO'tВO peryJL«tpmtt 
tочех 0txplf.ro, "° досtаsrочво вайти rочку t= * е а О , TSltYD. 
uo пара (•*• ')*) реrуJШрва. · Выбе:Рем иа кр.ивой Г 11~ -roчiq 
% - Zj (~' fJ*), не Jleiu:nц;yD яа uf)~j~n-~ГI"). ( 1 равев~..:тво г tJ"«" = 
•(UГJ'')nr,_ ие:воэкоао). в мче~nе ж~ возасем TOЧJrf ~(zj(~, 
'f)*)) е d2 '• eo.u ova ие .пе.авт иа каустике L11* е . И!J11 ioc'l'S!OЧЯO 

-OJulЗQ» 1t Reil '1'01mJ R8 dfia , ве Jl~ Я8 RSyc!De , :В пр04r&-
а• Ol(f'!ae. • · 

Juee • ФUСЖ.wем мноzес~·во &-~ , 7дов..1ет:воряпцее вмеt'!'е с 

~ороа оцреотвооu.r1 ~~э 11.it yc.tomm Jiеммя 18. 2. ~· 
vo аа ~ая te; ~tJ, сЛ:~Дуесr, Ч!'-О все пересечеяия В<.оа) с 
Г '\ QallCMJ)C&tblDI. Внберем МИQаОС'tВ& V И W ИВC'l'OJl:ЬltO мe-
a.lt "1'0411 I) -wcao еrочеа nepece11t1~н В(ж) с Г ') B':t. эаDВсе.IО 
O'l (~ 1)); 2) 8i\'8 t-O'IJIOI { ~р(~. 71 ),f ~p~l\'j }CSJUJИ ТJШJОtИМ.11 фtJlltЦJIUNll. 

D6 . 
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заданными иа Ух W; З) множества cp(~~(V>. W)~ 1 ~ р~ А{, попер- · ~ 
· яо ив пересе.каuсь. ПерШ:lМ двум ус..nо:вилм JЮХИО. удо:в.nе'l'ВОr.и~:ь. 

пОJIЪзуяоь -rеоремой о иеm:шой фушщiи, ~еnему - за сче~ иаJiо­

оти Vx ·W. ttu как ~f>C~*, "]*) ПJ>И разюа ~ не совпадаи. 
Пусть JtJIЯ определе~ос~И ~1(жt 't]) Я.В..."!Лется (прв :Всех (~) 1))Е Vx 
xrV) 1'очкой. в ко1rорой дtp/d~ =-1= о. Возъмеu 1':р1П'оиоме11'р.ическd 

nо.пшс:н Р( f{J) , rJШдRую фушщиiJ 'J (~) • ttaRyIO, Чi'О su рр q с i' • 
и вещес!Веияое чимо N • Их фиксируем Позже. Предс!nвим Р(<р) · 

:в виде Р( <р) ==~~о Pl ( cos ер, si. n 'f) , rде Pl ( х.: у) - однороюrые 
пo..iLИНC!is ci: эпеяи l • Пусть Xz - диqфереициаJr.ызъ1t оператор с . 
1•;щ:~шой частью Nq(жJ.=Pz(tд~, ~ d~). Подберем wщцшие чле1щ ·В 
't-! из условия формальной. самосопr~~ШiОС'1::ш~ Вместо sа.ц&чя 

--Лн =.ли ра?СЫОТРJR! возмущенную задачу 

( 
д.2, ', At· . 

v . ч ·- l - у+ 3 •"V. ""' ..-v 

- ~ + ·-а ,.i + ""' ( V..Г) :ti ) и = .А и, Ut.~.<.i У ~t:;Q / 

u l оО =о. (ffir.I) 

Будем рассма-rри:ва'!'1" эту за.дачу, c'Шttaяt Ч1rО cТieК'fJA.1..UЫiн~ napa-." 
Uei"p f ме1ще~сЯ :В йКр_естН?СТВ . .Л. = 'i,2 ( .tp1q1 

+Лр;.qд.) ~ П:стро.lШ 
пp.и6..mntemшe -решения ( I8tl. IJ "nо.лъзуяс:ъ формулами ( I2~3)-t 12. 9),, 
и обозначим их ·иРСJ J Л pq. .Козф-рициент1~ v;j) .и сх$ npil а< .J ~,2 
ОСt'SВИМ -reu.и ае 1 что и D и pq, 1 Ар~ , а далЫiеЙПШе I~.оэфjJацие.в.--
ТЫ оnредеJ!ИМ ИЗ ~ре6uв.t:НШЯt Ч'J!ООН ~равнение ( ffi • f) у ДОВJ18ТВО-
р.ЯJIОСЬ с srочноотЪю до ·Dе.JIИЧИН пор~ р-~ :в L2 (S?.) (.крае-
вое условие ( !8.J) по-цре.жвеl('Т должно mшоJШ.Яr:ься с тс"Шост:ью 
до. О(р:-.J-з.) :а LJJ. '(!?О ) ) •· При этом приде!'ся счя~а'!4Ь, чсrо 
v~JJ. ·пр.и s ~ v -· fl зависясr -raISe и oir ж • 

При nо;цставовке :в.uрзжений . ( I2.З) - { !2.9) в ураввешi.е 

( 18 _iJ ДJ!Я Оnределеция функций v
4
CJt ~, ~, 17 , fS ~ пр.я S ~ V .:.. .2 .noлy­

~CJl -CИCTeМS ренурревтuых диqфереirц,иаJILв:ых ур~в...а.~ений. nepвor~ 

по:рsщка, .ко-rорая легко решаеt.rся, а начальные дашшо оцре.де.:m-

/ юте~ иэ краевых умовий"Д.;11.я э~и.х начаЛьвых дашщх ~OJ(t;, ·•),i_t) ==­

= t)~J{2j~;1)),~,·1J,") поJI,Учается система травнешtй nида {I5аб), 
из усло:в1.я разрешиu~...сtи котор.ой Jlax~-eя коэqфиrщен 1т t~s • Вы.-
IUl!leм здеоь ttо..11ько уравнеnе ;пдя u ~~1 : 

м • - (if \l -t { ) ~ - .2 
.< i(t;;tG. 1J),grod i1~i) 1 Nq(;a) 2.: f.:t \~; PzC4j(~, ']))=О. OEi .2) 

l=O . 
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'7ра:ав:евие Airя -~~ые:ная ts/!].Ci;,f],ct) о~-uчае~оя от ypauemri 
( !5.6) мл u;J:.2tl;,"1d') вао:~ем :в левой -часttи чn:еаов, 1111еаnях 
вид mrrerp&лa от второrо CJiaraeмoro в { I8 ~2) .- вЗЯ'fоrо по а1-

vвsв.у lj<l;.1J) и ~iшoro,RS (-2~)- 1 
• Символом lJ(~,~) обоз- · 

uа~я оf'резок .пуча tine(~ (~, 1))). 'ааключеШшй lМJжду ,,-очкmа: пe­
peoeчeI:t&R о о~ • В рвsуяьта!е craRoro измене:о.я Пос-юяквая 
OL" ... .t. примет друrое зна-ч.ев.ие. Она будs1' otJIИ'ЧS'fЪCЯ о!' преzв.еl 
DOCf o.mmOй иа DеJШЧDИУ 

~( '1}) ( Р )~-.i 1 N ( р )\)-.t 
N ~~-1 rr- f(17) ":',.. 2(Q('??/~('J)+1J} УХ х 

. х ~ ~ J P(tpj'(~. n,>}( S q(oe)dl)dl!З, +О( p-1 )·l . . ОВ.З) 
J~O о lj ~, 11> ' - I 

11n:еи О ( р-") произоше.и из J/JRfJJJ.И'feля ( (f'/fxJ 1 в ( 18. 2} ". Авв-
воrJl'ЧЮiе изменевия промзой;ц;у'т и :в помедjющп членах pauoze­
mш {12.8). ИспОJiьэуя близоо'!'ъ вево~'JI!ОШШХ со6сnеюшх чкоеJI 
( оЫ. определеu:ие мноаес-rва 6J 3 ) , IIOJJyчaeм 1rеравеисеrва. 

1 l/XP1ci:-1/ X11,.q1
1 I ~ 1 (fX~1q: - f ;.м11 )~(f.Xiitq; ~ f.tм~) 1-

- con.st. p-V + 1~ N( 'Jl'Л' г"+21У(1J1)- у( 1/4) 1- con.st. p-i+t • ( JВ.4) 

f 
Jipitм,a .18.31 С)fщес81'вуи фУ'fIВЦff.Я q с Jrосие.пе11 в EfaeoW 

V и палином Р • !'SlШt?, Ч'!'О Y '\fJ) -=F О • ~и 11=:;'1*. 
д о 1t а з а 'f е л :ь с -r в о. ВнчиОЛ'Иl\( npOJtSВO»Q'» 

!!.I:c-'IC L SSJ{QC11H11б'J(71))-i ~ qPf + 
d1) . t' \ , ' ~ 11 -t 

+ [qdd (Q(Тf)+1}1'C1]})-1 -(Q(r/)+176J{17)). >< 
. 11 " i х!., H(ro.d17,n)jPfdld~+ f?(p-"). . (JВ.5) 

Сращро:ааШiе ЗJ'(ес:ь веде~-ся по воен точtам пересечеиа .Ср(•, '1) 
JtpИool В(оа) с Г ; ивтеrрвровзШlе npoиar:.o.цJrf .сва'88 во • 
_IЩOJIЪ 1.1. пе( ze( •, 11 » , за!U по r '1 ; Н = ~Р ( ое ,Е., t'J) ;. f-fJf ( ~ , 'f); 
:р(•, 11) € Г~1~J · ; дqферекцwровааие по 'J про.ясхQUТ 11р8 «в-· . 
оаровааяmа l; • Есп в (I8. 5) вмес81'о по.11ЦЮМ8 P(tp) ~ · 

r~ ~ .Ft (ер), раввуа. S1D яа JШОаес-f:ва: tp(z,(~ WJ) 
~ ~ :f 1 ~ !'О остав11И~ первld: ЧА'8Я в суае DO р _.-.в.о ne­
peпcan, DТ3rр8р1я·по ~от.sм, :в вце 



-'lt s { s [:") ( Q( 1)) + 1) ~( 11>).;_
1+( Q ( 1)) + 11 Р( tJ)Г{(~ )' ] q(.~)dl-

. Ю(17) s (!!_i)-1 ~ !; , 
. - Q( 'f/)+ 71 &3( 'f/) , дl; ( grud q, n) d l ~ Р1 ( !f) dl;,. <ra .б) 

выберем тепер:ь q -таким, чтобы выра..~ение в фигурннх скобю~х 

6Ы.ЛО ОТJШЧНО от тож.цеотвенFОГО нуля. Это БОЭМОЖВО t 'l'aR IO:lI\ RО-­

эq:фишевт при (graдq, n) отJiичен от ну.пя (эдесь n. - норма.тть 
к tine(.z 1(ж,17))). Затем выберем.функцию P1 (€f), .'I·aкoJ.1, --rтобьт 

выражение (!8.6) (при 71=71* ) 6ШI? отлично от ну.ля, _НА~~JГ:i~П 
выберем в качестве P(rp) полином, достаточно хорошо приt"Sлu.аю-

- щий P1(Cf) вместе с первой производной, чтобы 6нло внn1Jлнено 

неравенство d 'У/ d 1J =f:: О • • 

JI8a Ш,4, :EcJDI ( p~,q 1 , p~,_.!h}~I03 , то при дос1'а~очв:о 
6oJIJJDИX Р = min t Р1, P,i) 

i) др = р1 - PJ. Ф О, 
2) f 17 Р1 q: f - 111'2. lli f ~ С f Л р f Р ... 1 

' 
rде С - UOJIOПl'eJ.tЬвaя посrо.яяяая. 

Jl о в: в в а !' е л :ь с т в о.Из формульr (i2.8) и определе­
ния МКОDС8!D8 л CJieдye'l, Ч'lО 

-у;:;_ - ул;=~~) Р~ - ~~а> P:i + f(1J1)-f(112J+O(p-«s), (:Ш~ ?), 

rде f("}) - rJ.ЩЦК8Я фушщия. оа1 == min { 1!1 oi ~ , .Лi =- .tPt ~н , 
11 i = 'lp· q. , i = 1, .2 • Предпо..101ШМt ~о др= О • T0I?J1 из 
( IВ. 7) 

1 

~едуе'l, что д 11 = 171 - 111 = О(р- 1 - ()11) • Так хак в CUJ 
<q.a> 

р( 0(1J1). - Q('l}:z) ) + Л 1- О( -°') 
, ( fJ 1) 1( ~ ~.> q -. р . ' 

то Лq =0 ( р-а) • r.e. Лtj.=q1-q1=0 при дооУ-а!'очв:о ~шп. 
р , Ч'l'О пp<rrивopeЧJrl' веравевсrву ( р1 1 q 1 ) :/о: ( Р2., 'l.i} .ИтаJ{. 
др:/: О. Из формулы ( Ш. ?) • '1oзooi-Rt .Л ! к .Л.~ i'enep:ь сцvеу, 
что . . . . д 

(1''(11)+0(1-)).Лq. ~ТJ1.)~+0(p-t-Qri) •• 
Р PJ 

---
Из веравенС'f в ( 18. "i) ~ л~• IВ. З и IВ "4 cJr.e1f3e'f. Ч'lО при 

ДООТОIОЧВО бoJiьnan N спра~Д..УIDО ЯВР1iв.0ИСfВО (16.З) ,и 1t фуи-
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.кц1.111 UP&9;, VOdO пр1:11&ВРЪ paccyQeвu § !6 AU ueбJJ:nDx ~ 
еоеiм:веВ111К часu. По.а:учаеtся оцевu 

- ( а,191 ,-·и"i'li) = оср-1. J. <m.s> 
' ....,,.. . . 

Так аак :в в11рае1111а a.u uPiii • uPilli ooвvQNl!r воЭФI•11.аев-
!'8 v3 , ci, с s < 11-2 • .181818 I'1.4 дае!' щeJIQ" 

1 UP~ti' - им.1 L:i.(g) = о ( p-1'~.t ). i = 1,.2. . ( JВ.~) 
llo _пpeJtПQloa8IВllJ 1' ~ .lf • Doи(llJ' а JЩ[>8PDI (Ш.8) • (JВ.9) 
с.ае.vм Jl"3D&Я оцеВltа А1Я c.1aupвoro прОlsвеJtепя tJВJЩ111--

u p;, !l_i • 



r .11 .а в а 4! 

ДQКАЗАТFJIЬСТВО ТЕОРЕWЫ о. ~nz 

ИНВАРИАiflЮа 1tРИF11П 

В з'ioi r.iiaВe. 6µи ИЗJiа21Ю довазанзtютво 'IIaoiJeмw 5·, 
cфo.Pf&YupGil&llllaй :в ~ 5. Осв013Шiе »e'Зfnтam ире~ Рлав в -
СБОП фоР13.1111'рОВж.ах: я •в:а~тмх ~emo ОШ!j}атся на 
эту теорему. в~ rgб2 :r. D~~ ~~ М'о·зе))а [ 44 J • в кото­
гоft дОа&~ООЬ сущес-.r~.·~ JIИвa~J RрИВО'Й :конеч;... 

ioro _ шоса r~ocu 7 .,.,. •• ," т , Сомrt-ю к Тб .. 
lозер DpJllleDИJf ~ AOR&saтe.J&aИIJ _....,. ~ 1ь" 
жов:а, ~~J&d JP1f no~ !8В ..., J.1.l~"J)0815 
(II]. ~ iВ188 .1((8888!UIOUO ~_., ·~. 
Мозера в ио. МВОНll' tuJ1llJIO.И 81'8' -уехмм. lJ.iIOJl'G.J1SPf: .11118&1 d'ill\f· 
pacnpoo8!pallf1'П-_ д.о~ lfetrepв n ei,;cвJ еев1ЬD8 иява­

рваят1па пр.ВП ПМQd'lam&ВD:I мера Jr од~ mt> ВD'SJRDВOC'J.'И 

все r.шз.цк'им:. OnleUW" ~ Jf Д8ЯВО1 Ctn')itЦd'I 8 & ~lf яепо­
средо~В8ШIО примени:& adc'rp81Wlфl !'еор.,,- о Я&ЯВЯО'f фувк!.lП 

Пендера ( ~9 - 5I ] , rак J<aR пp11dJDlx81Dпll odp~ в: опера-. - . 
!Gpf, nxoJUJЩeмy в .линеари эиро:ванное J:P8ВD1Ule, · в Я8118 CJJ1Ч88 
будет имеtъ deo1t0иe11JQD Пт.'ерJ) rладкоО\9 в·-~ Дllфреревц&рова-

иия по поперечиОI пер-евяой у • . , 
Не drдем эдесь по:вюр;m, фopJQzиpouт доааэаяяоl ~еоремн, 

O'J.'cWiaя ЧИ'fle'l'e.u r § б. Первке t'P• па~ ва~ояшеl rJia:вв 
nоовsвцеяв яекоrорнм техпчес.uм приrоtомеИШDI. В § 22 DJroaeв 
ПJiав доказа~еам_ва. :е ,цаа:ыiеьru: параiрiфп ettof ILl811 реаа-
эуетсяs . 

Дая. кр81'кос!'и 6уивой Е будем оdоавачв~ .... спо Е er,tr n 
n [ а, Ь J. Постояшmе. оdоаначае&е CIJIВQ118U с1 , 1 ~ i Е: 4 , • 
r.f,..', 1 " i ~ 18 ~ r'=O: 1 ~2,.нj завися!' if,OIЪltO О!' 6 • ПО9!8Оя:япе '. 
оцеиRе.х ," оо.цераащu clJIВO.llJ '? и О, з~се tо.пако О'1' t1 • -

' r ' r.це r - ВСПО&f01'8ТМЪJШЙ Ц&ЖOЧJIOJLEIRВld ·п&palln'p, JDBll-



вапциl ч.кс.10 воВJiе.каеuнх в pacCl.IO!rpeвиe про.изводинх па ttaz.цoм 

•are ~ерациоuиоrо процесса. 
Симво.m Dж t· Dy. D~, D"l и т.п. обозначат' опера!'орн 

частноrо »ФРеревцировави.я по ооо!'ве~стВJDЦ1114 пе~емевянм. 

§ !9. Cpeз8DЦll миап,-ель 

Пус1'ь N - ПОJ!ОD'!'е.иЪиое ЧИСJiо. Оnред8.11ВМ множес~во Ен 

с.1е.ЦуDЦ1D4 образом: Ен coc~_O'I! 11з всех Чt!ceJI yf= [а., Ь] ,lfa­
xп' Ч'l'О А1Я JШбнх цеJIНХ т • п " о "' n ~ N - 'ВНПОJШЯ81J.'СЯ ие­
равенс«rво 

( 19.I) 

в Е
, 11 

ведем ~а.ае uuozec'!'вa N и Е N , которые опредеJUШтся 'l'а-

ким хе образом, как и EN , с '!'ем JШШЬ изменением, чrо в вера­

вексlfве { 19.I) ЧИСJIО 1[ё' заменено соо'.1.'ве'fсТЕеННО на ~ -(€' и 
У4 \!Г . Ясио, Ч!'О 

Е:: =з Efv ~ Ен ::з Е • ( !9.2) 

В э~сu параграфе посtроим rлвдКуn фуШЩИJJ Q нм ( у) ,рав-
ВJ» 1 при !f:e Е N JI Р8ВВJI) о пр.в у f, Е;., • KO!'OPYJJ 671811 
ваsJ.Ша'l'ь среэ8J11рrм МИOUl'eJIEll. . 

Фиксируем r.иадкУJО фушщjш 1t( t), аадаввую на :вевtесrвев- · 
ИОJ оси .1 J.ЦOВJie~ВOpmQJ) JСШО:БJIЯМ: i) ·о~ ir(t) ~ 1 ; 2) 1t(~J = 
=о пр• t > -1/4 ; З) 11.8( t.) = 1 при t < - 1 • Среэа»щИI, llКOD­
!eJ[i в NM ( у) • rде М > О , оnре.це.я.яеrся форiу.иой 

ЭNм(У) =1- ~ 1t(M(ak-Y ))1t(M(y-~k>). 
k 

( 19.З) 

СJ184i1Ровавие в (19.З) распроо'lраuяе~оя иа юе JШ'l'epВ&lil 

дk= ]att-,~kf, coc-ra!Ш.fШllle 11Яожество ] а, ь [ 'Ен • в сле;1)3'ю­
вtей ~eNlle првмдевв иjuне 11811 с~юйс~ва функции в J'IM (у) • 

n 04 '"' 
lJемм1_19,I. f) "NнЕ с ~ о~ вNМ( у) ~ 1; 
2) ID$Oнмl ~ с:"'мР, о~ р ~,.,; 
З) 8NМ(у) = 1, уе EN; 
4) 80.U 

( !9.4) 
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f ro 9Nм( у)= О при у;/. Efv ; 

1
1 5) ecu М+ ').!: 8М • N+ ~ N , / л l "-M~1 , r.n:e л - вещест-
венно~ чис.ио. и ВЮIОJПШется вераиеист:оо (I9e4}, !о при 
1/€ s~pp &N .,.,,, "" 
" +п+ . 

1 - в lf.Лf ( у + л) " о . ( 19 $ 5 j 

д о к а з а т е л ь о -r в о. ·первые двэ свойс~жва СJ.tедуют 
яз t.roro фmста, Ч\'О .ииrерва.rы Л 1с · попврно не nвресека~я. Из 
оrrред~ения фушсцп 1t(t) следуе~, что тc(1\f<~1c:-YJ)11t(i1(y-~~>)= 
~ О вне 1Ш'f ерват1 '"1 k- • ОтоJЩВ CJieдye~ овоtсrво З). Докажем 
СВОЙС!'ВО 4) • МножеС'l"DО _ Е,~ ПмуТi8911'СЯ удЭJJ:еПе:М ИЗ [а, Ь.] .IИ-
seu:eaJIOB 'Dllfтro l .!!!..,-~"re п,-б-i ~ + .!.. 1f!'rcв-=1-гl- Q ~ '\r • 
-.r. .,. ~ ...; n 2, f ~ · ' !'! ~ V С. ' n ~ IV е 

Точки эпх lПiТервалов ш1хо,цятоя иtt--· расеsrоЯШ1и, -Ве ·Меньmеи 

~ }'ё' N-б- 1 
, О!' миоzесnа EN • По~ому .ц.u у &- Л k п ( R ' Е; } 

оправеJ.tППЯ1 иеравеиС'f ва 

' 1 r-i. -6-1 • м-1 
etk - у~ -°i f е N <:: - , 

1' ..,r-;'1 -б" ~· 1 м-1 с ,,.9 > t<-~k<-2veN <;~- • .L .ь 

" 
ECJIИ у~ Е~ • ro в ouy (!9.2) точка у ~яза!5еJIЪПО содерхп-
ся в одном из .ИВ!9ер:ваJЮв Л ~ • Неравеяс'1':ва ( I9. 6) помэ!lВВИ, 
по ,П)Ш у tl Е fv 1верв:о ме.цующее: 

1t(M(0!1t-y))1t(M(y~ ~k>) = . . ( !9. 7) 
· { 0, S\ШИ

1 

!{~ Лk, 

1, всв lJ€Л1.:, . 
т ~ е. во всей сумме ( !9~ З) оцин "..Jieя равен едивице, а :все ос-
'f &11ьине яулю~ 

IIpвo!'yIIIМ к доказатеJIЪст:ву ооойсrва 5}. Ен с EN о ~ав. 
как N+ > N. Помому ивтер133лv cмeJQiocп х EN: · (о6о3вачв. 
.их лZ ) содераа'l' в себе антервмн Лk " Ве.r.лчwяа 1- ~Nм(у+Л) 
от~JIИЧВа от н.ум JIИШЬ / -ror,шi, itorдa чимь у -4-Д uрmвд.1ежит м­

кому-пdудъ интертщr из с.Ис'l'емн { ЛtJ • Paccмo1rplDI один !а.кой 
', .интерва.1 Лk0 • -Оп. содержиi'ся в иекотор<JJ ипервал~ вэ сис!rемв 
{ л t ) . Пусть Л t

1 
=' Л k:o • Введем ОСSоэяэчепя: Л ko = J oz, ~ () 

лtt = ] а+, ~ + [ • Фун.кцм ЭN+.'f+ (у) ровнв ИJ1Ш иа JШТерв~е 
. Г{'l++м-i ~+-м-1 i в ClfJ!j определепя (!9.З)jl ПОЗ!ОlfУ ДОО!'8-

L +'t' tJ - . 
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!О"ПЮ оцевиъ - .1еВУJ) часn ( 19. 5) иа ИИ!ерва.18'1 ] ot - Л , ,~_ 
et++м.;t[• ]~+-м;, ~-д[ • paЗ}llee~ca, ее.о оп ве uyc~a •.. 
Оцеuм ее ва перв<Аt и1t1ерваа. ( ~евка ив mopa.t и~r.rвр»ал~~-- · 
про.БО.1.1[!'СJI &liiuorичнo • ) На H(ll :mrep:вa.u -

1 

- 1-flнм( у +д) =- 1t (M(at -Л-у)1r(М( y+L\ - ~>). ( 19~8) . 
" 1 

равен е.1J1Юпtе, ttaк ха.к 

м ( у-~-Л) ~ H(OI.-~ +,2м;1>~ JMM+1 -мrer N-B-! ~ -1_" 

Дu арrр1епа пер:воrо 0С11ЯО.иеu в пр81ЮI час~и (!9.В) веем 
оцеику 

·, i) -1 1 
О>М(О!.-д-у)>М(о:-л-аt.+-м;. >-2ММ+ ~-т. (19.9). 

Оценка (!9.5) пwqqaвroя из (19.8), (f9.9) :и: cвolcttвa 2) в оп- · 
pe,itueип ~ 1t(t)-. • ·---~ 

CrDDвaщd оnера'Юр_ Т~Й , КО!'орнl . (Jyдe"t ПОСУр06В ]) -~ 
81'0Ji параrрафе, переводит иецрврввине фуякцаJ1, за.uвине ва 

П&-, Ъ , rде а' а < Ь' Ь • ! С°!-фуякции, заданвне 'на 1\t+и-11;-м-1 • 
Будем считаsr:ь, что Ь-~a>flM-1. Onepaf'9p .1el~iy\э!' на· 
фрхцJШ h(;r, ·у) по °фopJlyJie _ . · 

( т~ h)( ~.у)= S-S xN,1" {.:с-~> IМ. "< y-'IJ> h(~. '1/) dt;d ~. . (IO.i) 

'""' . ~ес:ь XN,r(ж) - ~--~ фушщия, uермо,рческая с пep&QJtCll i, 
~у М, " (У) - rладка.я ~Н!ЩИЯ, равная ЦУ'В пр11 J ':/ J ~ м- t • 

По9ПJ.0еgе у tf1 J" ( i:) · • Это ПОС!р08В118 ШIЧell В8 O'fJUA88~CSI 
от ooarвe11c~ro построеИ8я в ctta~ьe lloзepa [ 44]. • IIмouu 

"' 

Ум"" (у)= М 'fp(Ny ), (aJ.2) 
'· 

- rJI& !p"(t) -- r.1a.JUtaя фуИКЦ1U1, JЖОВJ18'1'Dорлоцая fCJioJЗJ1.ям: 
а) 'f"( t) =0 пр t t 1 ~ 1 , 

IM 



~ . 6) s f"(t) tk dt = { f' k =о' 
-t' . о, 1 ~k~r--1. 

!1АЯ ПOJJRO!'S JfЗJIQZeВИ.Я приведем дoitaЗS'l'eJIЬC'fВO СУJЦеСТ:ВО:ва-: 
в.я. тmtой функц~и -'f~(t) , содержащееся в [44]. Фикс-wе11 
r.18дКYJJ ~ 'f' < t) , 1жомм:вор.яDQ» т.с.1ОВJШ11: 

а') 'fJ(t)=O прв f t 1 ~ 1/.2, , 

o')tp(t)>O npa ftf4' 1/1.. . 
Фу!ПЩU) r.y"(t) буде11 искаn в виде 

' 
1"-1 

<р"< t) = 2: с~ \jl ( t ...,_~) . . (:Ю.З) 
.\.=.О . 

Иэ ус,жовия а')' CJieдye!', 1rfO- при .Вбп С.л фушш;ия ifr(t) JЖОВ- . 

.1еrюряеУ yCJio:вJШ а). ' · "'6~.J 

Лемма 20,I, Коsффицllепн ~.А. в (20.З) 11000 по.цоdраn 
ttmt, что Cfr(t) буде! 1.ЦО1\1081'Ворsrъ JCJIOВD d). 

д о it' а з а т е .а ъ с !r в о. Иs ус.mмя о) пQIУЧ8етоя 
оле.цу•ая с~с!'ема JD1Ие1ВП JР_вввешrl мя шреде.аеЮl.Я ~-ЭФФИЦИ-
еяrов С.л : 

7'D-1 "1 . . . {1,. k=O 
~ с s ЧJ{ t--A_) tlt: dt = t 

"-'- .л \ 2r О, 16k~r-1. 
л=О · -1 " _ 

(20.4) 

". . . 

ПредпОJIОПМ-, tfl'O опредептеn СИС!'еЕ (20.4:) равен ВJ.D. Tor.u 
·с!рОК.И ма'l'р.иця_с ueмenauи c~.л=tS1ЧJ(t-л/(.2r»tkdt, О='k,.Л6 Р-1, 

. -1 . 
JШRetиo з~симк. Эю osкa:qae81', чю 011Цec1.fD18t.r ваdор' 'WC8Jl Ро , 
Р1 , ••• , р "_ 1 , в:е ра~ оJtвовремевно lrl•, lf81tOЙ, 11!0 

Р-1 

~ Pt:C°k:.):= Р(: )-·О·, О~ .Л!!i "_i. 
k=O . r 

(20.5) 

Здесь 
~ . 

-p('t) = s 111<t-'t")(~ P&t.i:)dt= s.a 'i'~t>( ~ Pk< t+-rJ"') dt . 
. -1 t-=O ~ -S/2 ):-0 

(20.6) 

Вц.но, чrо ~(.rr) - ПОJП1ИО11 ~епева,яе пр9-еl r-f • Равев-
ство (20.5) показsв8'3!-. чrо он ~ае~-ся в 11,J'Жt. в " разах 

, !очка7.. 'следова~яо, Р('С) =О .• Стар1'_11 aoeфflJQleп nопво-

135 

' 
• 



\ 

.:i.~~.: .";, 

ма p(t)=L., i- p~t'te равеи CtfSIJUellY ко&фрициеmу пОJШИома.·. 
v~ А; ~ r-1 . s 1 

р(~) , ).tе.1евпсму па ± _
1 

tlJ( t) dt ·* о • П~м·СNу р< t) =о и 

все Р;с=О, О~ k' r-1. • 
lloC'11'RO,ege Хн+': ( ~ ~ , По.iоuм 7i=(r+1)(~+2) в: шzберен на .... 

~урмшое чвмо N из птер~ [(2Р1 Г~N, r1-
1N]. Будем 9'Ч1-:. 

'! 8! ь, что. N ~ 2 r 1 • Поо-rро:в ядро дipПJie: 

. L. in.2~.r sin(.2.?tN'ж) 
И"\ t х\ - е = ?AN' 1 

- .,..., - sin("lt".r) 
1 r;f ~н 

,....., 
.rде д.л.я Rра~коо~и введено о6озв:ачевие N' = N + 1./2 • Расам~- . " 
pm« функцию 

-1" +11 )?" 
o/N(x) = CN(N') 1 \Dн(:.с) 1 • 

Постоянную {!N паtцеи из fC~OВiUt s~ Ч'N(.r) d.Je = 1 . 

~lfl.A. ro, 21 

. (ЗJ.8) 

(20.9) 

задаваемой неравеис~-

1 t1 +ti+ ... ·tt-r. --11~1, 1 ti·I ~ t, 1~i~"1-·1. 
1 

д о .к а з а ~ е JI ъ с 'f :в о. Иuеек 
1 

S ( D~(.r))111 d~= · ~ ·1 • 
N r. , ,.., 

о Еi~/ч=О, lnil'N 
(20.IO) 

Введем s:oop,1g1вaтu ti=ni(N )-1 • Тоrда CJ1818 :в (20.IO) буде! 
ра:в.ва ЧJЮ~ !ОЧ~R из МJ!ОИесnа iJ о -р8Ц110И811»ЯШО 1t0<1p,D.D8'1'8-

ШI ви.ца ni ( N Г • Эс.rо ЧICJIO равио сумме .( ".s. - 1)-мериоrо ods­
eмa i'e.u fJ , Jte.xeниoro ва оd'Ь&М э.аенеиариоt .ячеьи, раввнй· 
г.; 7'+1 N- 1 , .к ,поrрешяос~11 ПорЮtК8 (r-1 -2)- мерного. объема rра-

пцв 1) t деленного lia объем ЭJiемеиарвоl ячеl.КИ разuериоот.в 
f'!t1 ·-· 2 •• 

В яавСJ1е.цующеl ~е:мие ci = 1 - 1 / ( tt + 1} ._ Б7.цем CЧll'l'S!'a, по 
N-cv"' 1/2. " 

• 
JJeммg .20. з, 
а) При 1/2 ~ 1:.с1 > н-Ql 

'-Yн(.r)=O(N-r-1). 
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б) П~ 1 .:ю f ~ N -Ol 

\{JN(~) = СнN' хР1 (N';r) + O(N-a ! : 
, t} _ sin .2-кt 

./ х. ( , - -rrt 

-до 1t а а а~ е .1 ь с~ в о. а) В Э!'Cll с..111Ц1е 
' 

/ D,v(~) 1 ~ ! s~ri ц Г1 ~ ( .2 J.:el )-1 ~ ,i-!:vcil • 

l~N(if)f '- z-r1 ~v(N')-r1+1NtY"1 '= O(N-r_-1)' 

'!U lt8.1t - 1"1 + 1 + Ol r 1 = - r - i . 

б) При J ~ 1 ~ 1 /2 вепосредс~:вевяо про:веряе~rс.,я, 111'.rO 

1 
1 -~1~ 1ti(.:Юjc 

stn 1t~ 1t~ 12 
1tl 

ll~s!'OJQ' D. N(..r) = N' 'Х. (N' З!) + f (~) , rде 1 f(~) 1 ~ -J ~ 1 
12 

JфИ t -~ 1 ~ i/2 • J1Ая 'ЧJн(Ж) _Dle~ 

Ч1N(.%)= анN'хта1 (N1.ж) + 
, r

1
-i 

+ Cн(N')-~t+1 L с: (N')k:Xk(N'.ж)fra1-k(~). 
k=O • 1 (20.II) 

Оценnа.я nочлеиио CYJJJJl1 в правой час!'и ( 20. 11) • JЧ8'f1Da8 
oцemtJ l х ~ ( N' ;:е) l ~ l k • ПОJJ.уЧае8. Ч'!'О пр.1 f ж 1 ~ N-« ио-
rреlШОС!':Ь DleИ Пор.ЦЦОJt · 

ri-1 
~ о(н-,.,1+1+k-01,..~+Оl.ь) = O(N-°'). • 
k=O 

ПpoдomDI построешш~ Фпсируем иeao!'Oplil qac.1op ~ Ь 1: ( .:r), 
О~ k ~ tt- 1 \ r.1а.цк•х ФзШШ111, nep_.OJUIЧ801PIX. с перsо.-ом I , ио.10-
ао b0 (.r)-=1 • по.цч11mtв 01;(~), t:;, 1 • rо.аовв Ь1:(ж) = ~i: -

Пр.1 1~ f ~ 1/J.t • Опрехеuм !'еперь crJ1al'88._e .JТJФО Хн~"(ж) 
~.101 7"-1 

Хн, f'(Ж) = L Cl.1.1flн ( .r..:.. t ~№) ' (aJ.12) 
Л=О . . 

rде .коафряциеин ал по.1оираися ив ус.аош 
1 . 

s XN. ,,. ( .r) ~ { .r) d ~ = { 1 ' k = О ; 
0 ' _ О, 16k~r-i. 

(3) .• 13) -



• 

1 

1§9а aJ.is. 'Сущее!'!J1И !IOJICU'l'taЬ.. -яосюЯВИJiе· cf ~J ·и 
cirJ, -!'~е, что при N> c~t") xs 7м0Вd (20.IЗ) о,цяозsачRQ 
ottpeдв.IЯlDifeя хоЭ<fфщlееu а .л • црnем 1 ai f ' с~"; О ~-л ~ ~-1 • 

д о к а в а ~ --е JI ъ с т :в о. Уравяевu ( 20. IЗ) .цJR опре-
жuевхя пооrояяюа uoano эаписатъ :в :оде 

~-1 , 

~ -сt-д ал= O'ko t О~ ё ~ "-·1, (20.I4) 
А=О 

rде с0~ = 1 • а при k ~ j 
t 

. Сrсд := (N?~ ~ 'llн(.r)b~( ж + '-~N') d~. . (20.IБ) 
. ' 

ИсПОJIЬsуя оцевц Rеи& 20.з, по.qчвем . 
н-~ -

crc" = S ·сн(N')н1<: x'"i(N'~)(.н "~ N,} d~ + Q(,v-"~1) . , 'c2~.I6) 
-~ ~р 

-."i 

Ta.tt. 1t8.l\ 1 Xirt(N~.ж) t ~ l 'lr№ж ,- ~1 , !О 

S x"t(N'~)( ~+- .л. , Yd-t "i o(Nc:иcrck:-f)-•'t): {20.11> 
l ж 1 "N"" ос \ !l 'f' N " 

Испw~ъзуя оцеяu (20.fl) Ji (20,9), , "..Jieu вырuе1111е (20.:t:6) 
к ВlfJO' 

. . 1 
с - c(oJ + o(N -r+r.) 
kл---- kA - э (20.Ш) 

+ос 

rде \ с (OJ_ = 1 · S ~ "'t (t)(t + 2:.-)tc: dt " k~. ·i D t ~ !r (20.!9) -- . P800JQ8JID, ':в тоwсюn помар.яDЦJiе '.fe,, хоторне провОДИJD1с:ь 
11J.8 жonal!'t.DO~Dtt .ьl'мн 20.r, покаэнваа~. trro оцреде.n:lffель 
~ { с.~~) t О~ k~.л'r-1) ие равен lf1Jm ( цесъ с~0> = 1 ) • Из 
up8a8SU (Ю.IВ) c.aeдrfrt ОttеИКа .л . 

. 1 . 

det·{ Ck.i\ = det t с~1 ~ + o(N-NТ), 

~ •1 it070J)QI Cx9JQ'ett :r.rверадеа& JteМllR" 8 ( 
11 

,.--

Иc~eд:J"UI cвoJ(c~:sa посtwроеиио..1:'0 опера~ора Т N!f • Йепо­
ореаоnuао as !tОСТ'рОеUЯ. Jtll!'eitae1' C)leдJJ>a;ee ТJ.'&градеяие. 



-· 2Q,5, 8) lоафрциеаrн Фуръе ФJшщ'1И . ( т~;/ h )( х, у) 
11pJI раuоаевп по фJDЦllЯll е i.t-a n3! р8ВJШ иyJD) ври 1 rJ 1 > N • 

б) ~ h(.r, у)•О пр• :всех .(~,у) с R1 х [ 0t, ~] и f>-ot. > . 
> 1,м-•, ro (т~;' h)(.ж, у)= О при всех (.:r,y).: R1-.i< (01+м-1, . 

-м-t] . 
~ . . . 

Поlfреб~ся 8-8 .оа овоlсt'ва ~пераюра f NM , с~ 
рованвне в CJllAIVIJJl\81 Jlelld. - · 

. Л~мма 008§, CJJqeC!'1JYeт ПОJiоапu:ьвая поmоЯВВая· с~,..) , 
'fU&Я," Ч!О . 

а) \ IJ.:t D:"-Т1~ h \ ~ ~">нР1~ 1 
Mfl.t ':.~ж 1 h J , О Ч 1 + р .;_ l. " + 2, 

d) е~ r'~ r, ~о 
t .h -T(,-J h 1 ~ c(1'J та~ н-Рt м-РJ. ' D Р1 D P.t h f • 
• NM .4J f1+~1~", ~ у . 

z,y 
д о к а w а а 81' е ж ъ .с lf в о. ДврфвреlЩlfрJЯ ( aJ .8-), 1КUQ"-

. . . -

в фoprqa (20.20) сJ18111РОваиие расnрос~ааяе~я ва :все ваборв · 
В:8QР8.IЬИП ЧIОе.1, J.IO~e-r~opJШIQllt J'C.XOВIUll 

f 1 Pi 
~ °'l . ~t , 'I; .i °'t =- Р1. (20.21), 
i·-o i=O . 

1чцоая оч~ оце111С1 .D:0 (:x:) =·O(N.~+1 ) 1 ра.веяство(2Q.2{)1 
опре.це.хеuе ф)'В1Щ1DI хн JI оцешq .коэффицеиов а А , JitJllQ» а 
.IE818 20.4, ПОQЧ8811 оце!Щу 

. • 

D Р1 Х (~) = O(NP1+1). 
~ N , 

Кроме ~oro, очемдва щеuа 

(20.22) 

. D:'- Ун (У) ::, О ( м.Ра~s ) • (22.23) 

.Пll)jepellЦllpfJI (a3.I) под звакq1 11В!'8rраиа, JЧИВВU (20,22), 
~<20.23) • !'О! фав:!', Ч!80 Ум< у)= о пр8 1 у 1 ~ м-1 •. JIQ.IJ'la88 

·оце1111 а) • 
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ПраеИDJ к фушщии h формуJiу Тэ111ора: 

h(.r+~:a у+·17)= ~ bk/~)r/~:thk1 k/·r,y)+a~,(~, у,~? 11), (20.24) 
1:1 + ~1 " ,..," . . 

rде 1 а", ( :f const · ~ l l; f P1 f·171 р,,. tnaж f v:1ni"- h 1 . . (20.25) . 
1 ~1+P2ar' J 

ИспОJiъзуя свойе!':во (20.IЗ) .и аимоmное оtюйство фу1П\шиr 

JМ-<~),пожуqаем оцеИRУ 

1 h -rп:~;J h 1 ' r;~ж S S 1 xN,"(1;) Ум,"( 17) ! х 
• ) J 

11.2 

х ~ 1 ~ / \> 
1 

/ Х N, r ( ~) 1 d·~ s 1 '1 / Р11 Ум," ( 1'/) 1 d 1) } • 
-f/2 . 

(20.26) 

Осrаето.я сцеП'f:ь·-шrrеrрмы, стоящие в праtюй часп (20.26). Из 
~т;: {20~2) сразу ПОJr!ЧВе~с.я, Чт'о 

(2С.2?) 

;ILi.я оцекr....1 дpyroro .IШ'feгp'SJla дootJ:t;n'oчнo оцеmtть внражеяие . 
~ . р Р1 _ k 1 -s o/N(I;)( i;-t.t1н;гd~ ... L c;1(:J1 N'~-Ps s ФN (!;) 1';.1: dl;. (20.28) 

. О ic::O О /' 

Испо.1-ъа1S.1 оцеЮt.11-..леммн 20.з, имеем 
t s 'P.(l;)l;kd~ = Сн ·s N' х Р1 (N'~) а:-: dE, + 

о 'N (!; 1 ,.N"'"01 
• 

+ o(N-~} S a1:d1; + o(w'-·i) S ~1r: d~ = 
. l!\f 'н-аt . . . 1/'-~'Е. ~!Гt:1 ' 

.: O(N""k) +О (N-CJ(k+~)) + O(N- ~--!) = O(F·k). (20.29) 
1 

Собарав-"сте ОЦВВЮI (20.26)-(Ю.29), 
. б ) JI eМJtfJi • 

пол,у1аем ·:т:эержление 
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' 
§ 21. Разяоо~иое уРояевие 

Раосмо!'рим 1,Р&ВВевие 

щ ( З! + у, у) - i w ( ~, у) = h ( ~, у), ( 21. I) 

r,це h с~, у) - rJI8Дttaя фушщия, эадаввая ив Па-,Ь, а ~ а .с:. Ь -6 Ь • 
Будем •екать ~ w • !'аае задЕНПQJ) яа Па:,Ь • Еа.а ве 
СДеJIЗ!'Ь IOIR8RИX предпОJlоzевий OTHOOИ11'eJIЫIO h (.r, у). !'О Яd­
пр~рывноrо_ реше1ш.Р. может и ~е ·6ыть .".Введем обозяачевве [ т] ,= 
== S f(:r"y)d:z. ИR!'erpJIPYЯ ураввеiiие. (21. I) по ~ • пмучаем, что ра­

о 
венство [h] = О .явзше-rся иео6хо.цимым уСJiовиен разре1DИМОО!'J1 

ураввеиия (2I.I) и массе веnрерывиш фув:кциl. 
1 JieNNa 2r, I, IlyC'lь r.хадкая фушща.я h(.ж,у) o6Jiaдaer. CJIP.JtYI)-

..... 
ЩВКИ СВОЙМВ8ШI: 

а) [ h J =О ; 
11 

б) h(ж, у) =0 , eC.lll у/ Е~' (определение ынож9ства Ен 6u-
. .по ~яо в зачапе § 19); ~ 

в) в.оз~ициеин Фуj)ье функции h(:r,y) в раз.иоzево по 
eiiicnж pamm яуа пр.в 1n1 > N • ,-

Тоrда уравнение (2!.i) Dlee~ едиисtвевиое r.падкое реmевие 
W , ЩiреДе.ленное В8 Па Ь , удо:в.иеnор.япцее JCJIOБD (w] = 0. 
Справед.вва оцевка , . . . 

1 
nft DP1w1- c<-r> та.ж (,'ё'Гk-1}Jl1+t n~1-kh J N(t+tJ€r+ 1 (2f .2) 
~ 'J s о L f С ~ -" • , . ~к-~р1 ' . 

~,!/ 

0°'~1+P.i~ ~+2. 

до к в э а~ e.JI ь с wr :в о. Е;цииствеивосn CJieдye~ •а 
iroro, ~о при иррацвова.пьном у о.Циородвое, уравнение u(.r +у)-:­
-u(ж):::О иuee'f едвнсrвеквое 11Иеrрируек0е J)ёшевие со cpe.цDDI 
зваче111е11, Р8iВЫМ ВJD, а 1111евяо решеяие. ~~есlfВевво равное 

вуD. Поэтому rJJ&Дttoe решеиие (со среДИИ11 аuачецем. paВIШll 
цуJШ) ва всем [а, Ь j едквсtвеняо ( 11ppa1111oвa.nJ1ВS чJс.-а D.IO'fШ1 
в [а, 5] ). ОущетsоваЮiе • оцешса (21.2) доваз~са •сс.~е­
довапем яввоrо инрааевв.я д.J1Я ре11еяu 
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w (~.у)= ~ h,_(ft> ~~( in lir.-) (21.3) 
о~ е~р(tп.2•у) • 
~ rn.l•N . 

rде h"(!f)= f e-irtll•~h(Зt,y)tk" '(2f"4) 
• . е" .aWI JIM h"t!t)-0 D)8 tjj Ем " '!С w.(.ж.у} 'l8llD РD1В .,_ 
11J8 ма "...,... у • lta уе:в.; • '° 
1< •~Р( ~пь,)- i)-' r ~t111ty-m,., г·~( YFГ1 t n f cr. · <21.s> 
OJ:te•a (2!.5) JЮКаз...,. ""° (~p{tn.t?rrJ-_1)-1 - оrраuчев-

. ная rладкая ФJ!llOJJUI » окрессrвоев ~•.ва Jt0'1'0pC8 hп(!f)t:-0. 
Поэтому фушщин w ( ~, у) пр~:аи- !t118еСТ СО: Доgжем tQ&-
кy (2!.2)ф Дифf)еренцируя (2I.З), пмучаем 

P:i 
п;1D:2w(:e,y> = L . L с;2 h~.i-k>cy> х 

О<: lnl ~ N lc=O 

х dd: (e~p(tn 21tfj)-1):..1
( i.2n:n)" 1 e~p(tn .211:.ж). 

. у . (2I.6) 

Jlеrко_до.казат:ь 0 по ИltlГ]RЦJDI, что 

d:(e:tp(in21tyJ-1Г1 
(in .211/"(eжp(in21t!f )-iГ1 Pk(ein 2ч), 

dy . . 
Р1: - пОJDIЯом теепени k • Кроме тоrо, 

/ h~.z.-kJCy)(ln.21t)(l1+k f ~ т.а~ / D~1+k D:,_-kh / . (2I.8) 
, ,ж, 1:J 

иа (2!.5)-(21.8) с.1lедуе~ оцеика (2I.2). То, Ч'!О фуяRдu w(.r,y), 
опрцезшемая фoJllYJIOй (21.З), удоме!'Воряе-r уравяеюm (2!. I), 
вроверяеrся иепосре~~евяой подсеrаиоuой. 

' 

§ 22. Опхсаве иерацкониоrо проц~осs 

Оrобра*8111е Е: Па'Ь' ~ п" ъ ' Суu(ее!'ВОВАВJ(6 ltO!'oporo 
J'l'ВepQae~.Я в t'eopeмe,ПOJlyЧIDI .каR Щ)едu Е = ~~ Еп , I'да 
Е : П" ь -+ П"" ъ , 11 = 1, 1 , ... , - ril8.1К°" o!'o6paiede , оп-
п -п' п. ""'"• 

ре.цuяе11Ое ФOJllPol 

" . 



En = Ro• Я1 о: •• о Rп-1 ' 

r"Д8 8 В CBOID 0"8редъ. 

(22.i) 

· R t: Па ъ ~ Па ь , k =О, 1, ... , ( 22. 2) 
llHJ }C ... i ~' k 

- rадкое о~dраевие, 818Dlte вц ( /; , 71 ).-+( .r, У) , 

ж = 4 + U1:(t_ 1 1))( mod 1), (22.Э) 

у= 1J + Va:(~, tJ) • 
ЧJ1С.18 а п , ·. Ьп • oпpeдe.uJIФle воаосr, в которой Э8Jt&ИО преобра­
sоваuе ~ , odpas!J)81 две моuоююше JI002.itoвa~eaJIO~•. при­
ч• ВJJllQIED СОО!ВОП8ВJIЯ 

~ а ,.. ~ а tt..... а = ,,, , Е '1:' , 
""'0 = ' ч.n.+1"' n ' n...:·.:o п ~ а:. 

Ь0 =- Ь, Ьп+l ~ Ьn, tim Ьп =-Ь'Е'I: • , 
· n•oo · 

Ч.с.u ап х Ъ" - dJ11;1'f опредuеа !1 C.le.цJ1811 ~. ПJС& 
по _опреде~еВD Е0 - юахесt!веввое оrоб~ве "4,ъ ь сеоа, 
a._i=- оо, Ь_ 1 == + н • Преобразо:ваиие · 

fn =E; 1 ofo Ent n:aO,t,I,."., 

ДФСlq)фво otoбpuae~ Па",ъ" ва веаоtор чlet• Пtt""1 ,•" .... ' •, 
• •-ВOOp.1U1118tвol форtе 111eet 8't1 <~.vJ .-.<~1.Va), 

~t = ~ +fJ + fi'f11(a, fl)(m.od 1), . 
(21.6) 

У t = У + е f n < .», v). . . 

ФJвв•t11 и~; • v~ , uo~e '-а (22.З), · оцрц8&8 аа r..-.•. 
D~PЩ)JtneCUI по lt с пер.водСll ! :Р••РЯ 080'18111 / 

. . А • 

Ut{A + 1), 'f).- uk(~, '!)= 1fi f t(I., "1) t Ut(I, 'J) ,-

Ut(l; + 1J, 11)- tJ~(~, fJ)= e(gk(«,11)-[fi-]{"1)).' 
р -= т'~1е> · -в f 

k Nic:+1.,M1c+t Ntн,M1e. k, (22~?) 
А rr,(f'at) в 
I 1с = Nkн ,M t+t N1c+11M1'.i r: • 

Ч.оа N1; > 1 • M1t > 1 обра..,..;r · две воsрес•.-• JJOCМ.IO•-
"enвocв. Пре.-п-м e&IJ(.JDМ8e соО!'&о1181111Я 118'Щ 11118i: 

(22.8) 
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.26" + 5" 
i)t = .2 - 3(6"+ .2) 1 

~ = (6+.2)эtс 

( 22.9) 

(22.10) 

(22.И) 

ПОСJtедоJЗа!'еJtЬяос!'Ъ "t в · внрахеВИJDt ( 22. 7) ecn медлеияо pac­
ttJDtaя пос.п.едоватеnвоо!!ь ватуральпых чиоаи, .ttoi'opas dfД&т оn­
редu:ека в ходе д&IЬИеlшИХ ПОС'1'JЮ8ЯИI. rJ: -+ + оо при k ..... + оо, 
r0 спреде.п.яе'l'Оа cfD~ol ( 5. 9) • 

Вве.11ем !&lt.U в р8ССМО'lреВИе убнваmtУJ) ПОСJ18ДОВ8Т8JIЪВ.ОС!Ь 

.А -µJ: 
u~ =-N1:: (22.!2) 

rде J.J-~ - моиотоиио юзр~С\'8Щ8Я ПOCJIGДOB8'reJIЪROC!Ь ПОJЮD­

-rеп.ъиш: vceJI, опредем&Мал дuее в процессе ВНЧИОJiевия иера­
ЦИЙ, 1-lk-+ +оо при . k _ _... +оо • П0Jt01UDI 

µ0 =3н~. (2~~) 

~а хаirдом mare при f}E St.tpp .QNkн,11\fk 
CJiefltY nцие ·вера11евства: 

1 fkca,ТJ>f +f gk(~,11>1 ~ttt) 

1 nk1л:.iнk f1c(I:., 11>l+/D:1D:"N:g~(t~.'l>I "Nt'нt~; 
1(р1+Р1~Рте, k~0.1,2, ... 

(22.IS) 

В след:у ющих цв-ух. параrрафах, · · предuолаrа.я сь.ра'Зцтmосt'Ъ 

оценок (22. I4), (22.I5) ва xu.цcu шаrе терациокяаrо процесса. 
покажем,; Ч'.rО описаmmй r.rераци()юшl процесс сходиюя к ~~ра­

хешrю Z l(J!ВОСЗ С 00 
1 ОбJrадапцаму ЦfXJDld СВОЙСТМIАI. В 

частности, из иераiонства (22.14) с.иедуе!', Ч'l'О отоdрааеияе А 

conp.яrae'l' Т 14 _'!'о ва. №101te0'1'ВS п:',Ь' . 
В помедiющих параграфах будет п~хазвво. 11!0 ОСНВПМJIСЯ 

сво6о.в.:вюа .параметрами N 0 , { r 1= J t ~ 1 , { µ k l k ~ 1 •ouo рао1ю­
рядитъся таЮD4 образом, чтобн ва кахдсаt IUВre 11!-ерацаовиоrо 

IIY~цecc& mmОJШЯШtСь оцеЯRИ (22. I4), (22.Ib), если 01111 внп~­
веяы при: k'-=0. При k=O. ии оцеим: nыuоJШеин, ео.о в (5.8) 
{} -:::. d о = N о-µ о<. 1 . 
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§ 23. оЦеяп ДШt: и~ и vt • Выбор -чисел .a:~+1 ,bk+! 

Покахг~ снsчапа, ~о при до!.~ 8\'ОЧRО бо.пьшп N 0 из урав--­

яения (22.~) можно ohpeдeJIИ:rъ фушщии и.с, 1..'k ; которне опре-" · 
:деJ!fШ'fс.я однозначно, еСJШ п~6оваn, Ч!I'оОИ , "* 

( иk] =О. (23.I) 

Права.я час-r:ь второrо .из уравнен.и.я ( 22. 6) спреде..ч:ена в nOJioce 
at +Hk~! ~ 'fJ ~ Ьk- м;~1 и удоме~воряет ум.овию 11) JieblflII 2I.I. 
У'!'верхдеиие 4) л:еМ.мп f9.I и уvверж.цен.ие б) Jie№itl 20.5 по.казн-

J 
ваю~, чrо правая ч~от:ь второrо из урав~вий {22.6) ра:вяа нулю 

яа .mrepВaJiax CllЗJШOC'.f)( 1t . Е; t ес:ш.и ТОЛ'ЬRО 
lc+! 

.~..J 

1 ..r- -б -f. -1 , 
4 r е Nk+1 >МЛ: ' · (23.2) 

8f. е. в эr<11 СJJУЧВе удоме~:воряется уСJiов.ие о) .:m•н · 21. :! мл 
N = N k+ 1 · ~ СоотвапеRие ( 22.8) по~tаЭш~еУ. чrо яв-равевотво 
(23.2) вuполвяется. ес.п N0 Доотиочио ве.:в:nо. YCJromte :в) 
леммв 2I.I ~а.цв внnОJШЯе-.rоя дn:я N = Nk+t в СВJ11 )'!'верцеШUl , 
а) Jieмo 20.5. llpJlle:usя хо торому :rравяешm (22.6) JreМQ' 
2I.I; получаем, ч.Ю оно .шее~ едпсnеШJое rJI8д.1IO~ pemene uk, 
удоме'lооряоцее yc.1omm (trJ:] =о и оцешtам . . 

о ~ f>1 + P.i ~ ~t + 2 · 

Дл.я р&зреШDЮСТИ перваrо JIS ~IШЛ (22.6) яе~ХОДIОЮ ВШIО-И<-~ 
не.ние равев:с!'ва · [ i>1:;] ~ - fSJ f ~ ] • Поэ~щу muto по.1опть 

' U1:= V k - fe[ f ;\:] . (2Зф4) 
Из (23.З) и ~:верцеW а) Jm.fМ:g 20.G ·~~~и (.Щетt& 

1 Pt P.t 1 ( rk) ,-,N Р1 +tr+.i vP.i ~ 
. i [)r ·DV Ut: ~а, f ё . k-+ f .tr!~+t о k-' {2З~о5) 

~~ Р1+Р2 ~ r,t+2" 
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• 

АИа юl'FJllo преаа1111111 7d8Qae11CJ1, Ч'IО пр8 вUпOJDJ1111D1 веравеа­
спа (23.2) правu ·,acs uepвoro •з :уравиеВlll (22.6) УJ(о:в.и:е~­
вор•-r всем J0.-0,UJDI а18В 21.1 и ПO'ICIQ' JD1ee11' r.DJUМe ремве 
Uk , JAOВll~вopяlll~ JCJJOВИIO (23.1) • оце~ 

l 
n!'t D Pt 1 (1'1с} nPt +1tr+3 м Pt tt 
:t у Ui- 'С7 k+t , 1е+1 k ' (~.6) 

о ' р 1 + ~ 1 ' 1'8i:: + % • 

lпoиpftll -,имо с, иs &'lерва.иа ] о, ( :z cr + 3)(1 - ае-1) [ и 
ИО!'ребуем, чtобв пр.а .cu k ,ВIШС\Ulапось веравевтво 

k+.a 
( c~"k) + с~"*')). н0-• t. <: i . (23. 'l) 

~ k=O J~OВD (23.'1) -О f.ltOВl8'i'BopJl'IЬ, :ввбрu .ЦОС81МОЧ­
ВО бо.lьиюе N 0 , при k > о а~о ус.rопе · ес!'ь оrРаачепе ва 
скороС'!'ъ рома пос:ацовмеnиосп { Т'а:} • . · 

ОбоэнаЧDI w~ = ( иt-, vi:). Опреде.пм ПOJQllOIJlll 

. [wf = таж- (fi)~fnPJnP.iuf +та.~ (f;f1-JJn~1DPz.v/ (2З.8) 
р Р1+Р1=~ ж у Р1тf>1.::;:р ~ У '. 

_~,tj ' :t,y . 
р=О,1,.2, ... 

Испо.и:~уя неравенств~ (23. 7) ~ опре.цuепе (2~.8), оцевп 
(23.5) • (23.6) 11опо переЩ(СЗIJ.'Ь в CJieAYJIЦell :вце: 

j w 1 < н.-atk(µ.1:-ae(.tб+3 +1'p)-aett.) 
~ р о . , 

о ~ р ' ,..k + ! ·" 

В ueirиocп, JI.P• р=О • p=t, испоnзуя веравеисttво 
= 3at~ , IЗ ( 23 .• 9) ПОЦJЧ8811 

1н:t ' 
1 ut.I+ ( ve)-i t vkt < Nо-н (t1+З)' 

(23.9)° 

(23.10) 

(23.И) 

Пom~elUllie фувкцп. uk и vk опредеJI8~ в ~мосе ak + 
+ м; + 1 ~ 11 ' Ьk - М k-.: 1 • Преоdрuовавве R 1с , опре;цuяе11Ое 

' 



t 

fOPlQ'JUDll (22.З), о!'обрШет Пй м-t ь и в п • Из оце-
. 1е- k+t' ~-J'"lk+f 

•о& --(23.il) оадуе!', 'Ч!о при ~ N0 .якоб.ав преоdрааовавu . 
(22.~) .ll&IO o-rпчae'lcst or едашш.а. ·Пои.., R1c - жкqфеоморфпМ 

П41i:+Hi:it, Ъa:-Mi".lt --- на Rk( Пt.t.t+Mk1. 1;Ъ.t-~!i) · . . 
СJiедупаая 2111& ecn ПрЯ11О8 CJieдC'l~e .1e11& 15.I. 

' 

Jlel88 23,f, IJJC!'• ЧКСJ!а е >о, 0t и ~ :.удов.иетворяют щеи-

к• 
. 4-yet <. 1 - 5-i, (23. I2) 

1 

~ -ar > G"(ё1( 1-6'~1 )-t . (2~. IЗ) 

fal'JUI D'!l))JIU ( OI) ~ ) С~!' d8CltOИ8ЧJI08 80&8CDO !'Оч8;R 
•1 Rв. fi' . . "..., 
. Vic.ao Е в jcaoВJIU мореuв yдOJЗJIODopяeir оцеике ( 2Э. !2) • 
Ч.СJ11 ak, Ьt • как d)?Xe! по.каsащ в с.rед;.• uaparpaфe, 'la-
aou, wo Ь~-а.t do.tЪlle право~· чаев (23.!З). ' 

Цусd ak • ЬL - •ма иs llИОDС!':ВВ Е • .1aaipe в п--
lf&р:вав - [ ak + м;;, + "'fi'N0"1c+1.(e+3J + е 4k, Ь1е - Mk°~t - ed';t -
- "(61 н0•~+-'(е-+J>] , ФrnaJwe сооетеtо~веао а J1ев<117 ~ 
DpaВOIQ' КО- .1Пrf8PJJ8.18• ЯеравеиаtМ ~23.5) ,И (22.14) ПОR8ЗН- · 

:aurr, 11'!0 

(2З.i4) 

ПOJIODll · 
' 

-
l4'1 



· § 24. До.казаttеJ1Ьо1'во cxoд1111oc'fJ1 .перащовиоrо 

, процесса • оцеиu фупциl U(e,,17) и V(l;;1/) 

Из nооttроев.ий предЫЦуЩеrо naparpapa CJieдye'r, Ч'!'О 

a1cJa 'Е g .11 ЬА: \ Ь' е Е при k --. оо·. Оцев.w.t раяиооть а' - а • 
Из (23.IO) с.1е;цует, по 

(24.l) 

Пр.и 0t >О 

00 }: ~ k 
" н.-~н ~ н.-оt + s п-«ае d k !/:. 
~ о ...... о о ~ 

k=O О 

-at 1 -et 
~·No + No 

• Ol to3ac tog N0 

(24.2) 

УчиМая оцевку (5.4), ив (24.!) • (24.2) ПOJIYЧ&eu 

(24.3) 

· Оцеюса дх.я Ь-Ь' uee!' аваиоrиЧИНй :uд• 061ЦJ1й pesyn'la!L' зami-
онваеtся В·ВВJtе 

. 1 а' - а f +' 1 ь ''- ь f ~ с 1 re . (24.4) 

Очеви.цво. Ч'rО uри ;цос!L'аtочио маJШХ е , а D1e1D10 при 

,г;-r < Ь -а 
у с: С1+ ·8 (1-е--1)-1... ' (24.5) 

разяосttъ Ъ'-а' бОJ1ьше правой час!'а (23.IЗ). 
Э!'о расоуж.цеви~ , моано провеоrи д.1Я чисел аА: 11

1 

Ь1: вueoto 
а' ·и Ь' • рассмаtр.ивая в правой часrа · (24.I) .ковеЧQJt OJll-
JIJ :вмео!'о бесковечвой. По.Q"ЧИм o<.SeJQaицyD в ~ 23 оЦевку . . 

Ьk- a:k > 8fi'( 1-cr-1)-1. (24.6) 

· Покааем, Ч'l'О ПОСJJ:едова~-еаносr:ь Еп) ПQ, .i' схо.1t1'!с.Я о 
про.ваворwм Jmбoro пop.s:ua а пpeOCSp&~oвaИJIJ) 'Е : ПА-' Ь' _,. П4 ъ. 
Прео6раао:вавие En , опреяuяемое фор111.101 (22 • .I) ,- в'ее!' JUl.1

1 

(~,7J)f-+(i;+UnCt;,1J)(mod1), 17+V11 (~,1))). (24.7) 
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, 

Фушщии Un и ~ заданн в по.иосе ап.' Т/ ~ Ьп и у.nоuеrворяю!' 
рекурревтннм соОlfИошеввsм 

ип + 1 ( l; ' 11 >-:- и п ( !, + и п ( ~ ' 11 ) ' 1) + u п ( !:, ' 71 ))= ,и п ( /:,' '1) ' 
/ 

Vn+t(l;, 1J)-Vп(!.,+uп(l;,1J), 1J + 1"п(~,1f1)),= Vn(l!.,1]). 

По определению U0 ~О , Vo =0. 
Из (23. !О) сразу сле.tJует ра:еяомериая схояимос'rь Ип(!;, 1])-+ 

-+ U(i;, '1) .1 vn ( 1;' 1}) ~ V( ~' 't}) в ПOJIOC8 а' ~ fJ ~ ь' • Неравен­
С!'ВО (24.~) n~asЬUJaer, что для предеzьных функций справе,uивя 
оцеиu 

(24.9) 
J 

О'!'.куда OJl~дyeif оце~ ( 5. I2) nрИ р 1 =- р .t = О , 
Jtu оцев.ки· nро.вэводю.а потребуеrся медрлцая лемма. о , 

произ:ВОдmJХ· оупер!rоз.иции. JLrrя rJiaдttoro отоdрuешrя f: 0 1-+ Oz, 
rде 0 1 и · s-1 i. - odJraC'l'и в lR 2 

, определим ПОJIУИорМН · 

· 11 f 1 = metж , f DЖ1 D$"' f 1 f + 
R f> i~P1+P.z'P 

~,у 

+ таж 1 D}1 Dl .f1 f ; f = ( f 1 , f i) • 
i' Р1+ ~~-f> 

-/ ~.у 

- -

(24.!О) 

, .f!~мма 24,I. Существует ПОСJ18ДОВ8*rе.IЬЯОС1'Ь 80СОIЮ!'НП пос-
( , " 

!'0~1ВltJa с Р , р =1,1, ... , lfВКая, чrо А1Я Jmбой парн моdрааепй 
. . 

f,g : . . : g , 
~i ~ ~.t -+5а.!, 

справед.оВf! оцешtа 

.1f 0 ilp~1 fblяl~+iP1~:rdf~lf'IP(~1lel~-1) • 

i . , 
1 Здесь I d - "rоцеот:веаное о!'оdраеяие ( ~. у);_ ( ж, у>. а< 11;,, о . 

-
(24 .II) 

д о к з з а ~ е л ь с '1' в о. Вычислим произво.ццJ'I) CJ1oжt1ol 
v' 

фуmщии--
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, 

DPtnPi( fog2 = -~ ( D1cJDk2 д ) og х 
:Jt 1J Ot ' ~ 1 .t Геt 

1 ~ k1+ ki ~ Р1+ P.i ' 

(tk .1• н. k.a tJ· 6· 
х ""1 С · D i D ri П D 'J D J 
~ { ·Ч , •ч , tfj, s j t i= 

1 
:с у g t j = 

1 
ж у g я. • ( 24. I2) 

Во вrорой сумме_в (24.12) сркирование nрои9ходи~ по всем,н.а­

борам ва-.rурuь~ых часе.и. { лi, µi, dj, e.j, 1 ~ i ~ k1 , 1 ~ j ~ k2 \,· 

удовпе~воряпцих cooтн~eКIJDI 

"\i + J-A-t ~ 1 , ~j + ej ~ 1 , 

L:~t ~i + Lj:~ ctj =i>1' (24. iЗ) 

Lk1 ~lc2 н.+ 6· = ()1) 
i.=-1 г~ i=1 J ~"" • 

В1Щелим ив э!ог~ мно&есrва иа6орсв о.цв и, у ко~ороrо л i = 1 , 
l-1l .'о, 1 ~ i ~ k1' <tj=O' Cj = 1, i ~ j ~ k-2 • Из СОЧ.'НОШеНИI ' 

(24.14) сле.цуе!', что в э!'ам СJtУЧЗе k 1 = р1 , 1с2 = р1 • Не!рудно 

убедп8rься, чrо ;цая вн.це.1евkого набора nосrоянна.я С{ .ч, ~t,o\ е. J 
равна едrнmце" J 

1 

' Земеi'ИМ, 'tГ.rO nри р = 1 правая час-r:ь {24w I'2) содержит все-
rо JIИDIЪ один ЧJieB, и Э'l'O'l' ЧJieH СОО!'ВВТС!'Вует выдеJiеннсму набо-

' . 
ру. 

EOJIИ набор { Лi, µi) <tJ, с j i не совпадаеrr с вцце.леяншf, tto 
JI1160 Аl!Я кекоttорой пары (.лi, J.l-t) из э~оrо набора 

п~ D;ie1 = пж.л, D:• <g 1 ~:,с_), (24. I4} 

· .u6o дn.я иекоrорой пари ( bj, ~i ~ 
· ~. Е · d· е · 
D~J DYJ g:t= DJI/ Ч/J Cg .z-Y ). (24 .I5) 

Из равенсn (24.!4.) ·и (24.15) с.ледует, чrр член во второй суй ..... 
ме в (24. 12), о~вечnпций невыдеJiенвоuу набору, оценивае~оя 

сверху ве~чиноl 

k.1, k.i; . 

· l 8 - Idl \1Q1g1.л~нчJ]1 Я'lctг"ej ~ 

~ 1 g-Щt>lgl;:Hc! . (24.I6) 

• t. 

' 



Штрихи у зиВltов цроизведеНЙя озвачви, что в одном из Jiu вн­
черкнтr ч.лев, СОО'l'"'вi'°"вупций (24.14), \24.15). Оценка (24~II) 
следует из (24. !2) и (24. 16). • 

Оцениваs n,l)ОИЗООДННtЭ функ.ций Ип, Vn , удООЯО РIСПОJIЬЭОВ8!.'Ъ 
пмув.:>рмн. соДеравщ.ие fi' • Ка1t и в § 23, будем обозначать И'п = 
=(Uп, Vn) И Wn=(Uп,Vn)• ОпредеJIИ)f ПOJIYHOj'Jиy " 

1 Wlp = I::=
1 

f И'fс ·' (24. Г7) 
• rде l t.vJc оllределяется форму;юй (23.8). 

Утверхдение, JitAWH 24.I справедливо и ми пмуворм (24. I7)~ 
Д,u СfОГО Ч'!'ООЫ J"()е.ЦlГ.rЬ.JЯ в 811'(14, ДОС'I'8ТОЧRО .изменить lf8C!11fad~ 

ПOIOJGIВ 

Примешw леммf !4.I R (24f98). IloJJyЧIOI 

f ·wn+i Jie =t ~ wn~·p +1 f'Yпff p~Id + wnl~ + 

+ ~(~1 шnlp\I и,~М z::=J rtt + ronl~-1). <2ывJ 
Tu RЩt Jln монотонно ртрlЭМJrrС.Я R + 00 , С~СУвует 1JJl~O 110 = 
= по ( б'; е ' Ol) . • обладащее свойот:ваw: п ~ по ~ r2 п ~ р • 

Р·п ~· rн({>V + 2б'+3) +О! + ~~ t, • (24. !9) · 

lикf.Jrpyeм 0t > О • Из ( 24. IВ) ~ { 2З. 9) .11 ( 24. 19) Mfl"Jf!e'f, чrro 
1IpJI п ~ по 

1 w"+ilti ~ c~f'>н~~"tJI +( 1 ·t-е~"'но-""«) 1 w-i.lp . ( _....", 24.rr.u · 

Ив.терируя оцевка {24. aJ), ПОJfJЧВР-11 
n-1 f "t-! \ ~ 1 wn 1, ~ ~ с~"'но-~"П (1+е~9-'но-~ ~, + 

· t=nэ q-=t+t • 

п-1 t · 
-t- П (.-! н~Е>,во-..r "') 1 rvn

17
ip . (24.2II 

f="no . 
В· CJll1 Jef.ЗJJeJIO'm8 !24.2) 

1 fi { 1 +t"~p;'~t~~~tY.j - 1 1 ~ cor1st" N0(JJ. (24.~.2) 
с q--=O .... / 

в· {*.22) ~оп!t !i.ВМСП ~n" ОТ р. б" 1 Ol • {)qelJ!J (24.21} 

!5f 



и (24-.22) пщtаsав8J)!, Ч!О прО11аводвые JJIIOoro пор.ядка фувкциt 
Un •. Уп оrр8ивчевu · -"cr:omjиwи, ае эШсЯЩIUИ от п. Пo­
BIOJIJ пре.иеnвве фувiщ11J1 U И V имеи прои&водяне .вбоrо 
пopJtU&. Первхоц ж пре;аеq в (24.2!), ПOJIJЧВell 

l 

1 wl Р-~ const · ( N0at + 1 Wn
0 

\1 ~ ) • (24.23) 

Па.1оuм р == 1 а oi ==aei. Ив фolJIYЖH (22. IЭ) медуеi', чrо 
CВOlcl'BO (24. I9) д.ц -r.акп: Ot и р ВJШОJ!ЯЯ811'0.Я прп всех n • 
Исuо.nзуя оценку (23. 9) прв р = 1 , k =О , из (24.23) ПOJIJ-
118811 

/ 

~. е. оnепа ( 5. I2) :ввпопяе1ся • прв р 1 + Pi == 1 • . 
Дu до:казе11е.ос1:ва teope& OC!'aeircя похазмь, что ЧIOJIO 

N о В ·uoc.te;цoвa'fe5вoC!'JI { r71:} ~ ~ J..t 1: \ МОDО :внбра~Ъ !'8К, ПО 
пр11 :всех k 1Ui11I0111~ca оцевu (-22.14) • (22.I5).Замвт111, Ч!'О 
oцeJllUI (22.15) по.ка ие .бн.111 1c11Qli80BSJЩ, а из справе;цmmооt• 
оцевоа (22. 14) ара k=n :вН!'еаае!' справвдmDос'!:ь оценок (23. 9) 
при k=n. 

§ 25. ДоваэаtеJ1Ьс!во оцено.к (22.14). Внсsор· 
пос.едом.-е.nвости { µ k} · 

Как уае Ol'М&'ilJlocь, oцeИftll (22.14) и (22.Iб) сцраве~:вu 
при k-=O. Пре.в;во.1ОD11, "И'О ОИI cпpaвe.IJJJIВR пр1 k~ п -1. ·.по- , . 
аваем п при k.;= п. Д1Я упрацеuа проем нов~ обозиачеВив. 
КО!'Орне б'f113'l ИСПОIЬ80В8ВВ в Э!С18 • с.1е.вуDце11 пар~: 

fп-1=f' · 8п-1=g, fп=<f; gп=Ч', Un-1=U, tJn-1=U, 
л " /\ л 
~n-s.=f' iп-1 g, Nn-1 .N-' Mn:c-1 ::М_, д'n-1=d_, 
NnCfllN, Мп=-М, d'n==ct, Nпн · N+, rn_1=r_, 

"п==r, IJ-n==J-!, ,._...n-1==J..L-· 
Иа фopqJI (22.З). (22.5) и (22.6) CJieJtfПI' фуикцuона.~rьине JР&-
ваеая, кмор1~11 удовиеlfворвm rp • 'Ч' : 

" 
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<f-=(fS)-1(u1-u1) +f (~-+и, 1l +v) - f 1 

Ч'=е-1(v1 - u1 )+g( ё +и, 11+v)-g +[g] '· 
Здесi даа .кра~иос~• сdозяаЧИJПI 

( 25.I) 

' ' 

u1ce, 17)== u(~+1],1J), u1(~, ·1J) =и(~ +11+fi'~(Е,,1YJ),.17+s~(E.., 'IJ)). 
Aи&10I'Jlч.1Udt СМВСJI пет v 1 11 t u1 • Из ( 25. r) имеем 

1 <р 1 + 1 'Р 1 ~ (то.~ f и• J + ( Vi' )-1 та ж 1 vt 1 ) l 'f \ + 

+( УЕ' rna..:x: 1и~1 +mо.ж / v, 1) 11111 + / f (~+и, 'l'J +u)-f 1 + 

:+ i g ( е. + и, 17 +v) - g t + 1 [ i] 1 • ( 25. 2) 

Будем очи~а'fъ, ~о N0 ~а.'<ово, -ео Ufав&Я часn (23.I~) кеЯЬ8е 
1/4 • ОцеЮОI раавооп f(l; +u.,11+v}-f. Р&Зf!ОС!Ь g(~+u, '1]+ v)­
-j оцеви:вамся aR.SJiorичнo. Вва.uм обозsачепе ~=~+и, у= 
= 'l'J + u. Paccuat.rpивaelQ'I) развоо1ь иредс!'а:Вь · :в ввде 

А 

f (ж, yJ- рса, iJ> = r,+u,+ И;, 
. 

I_,== { 1-GNN_ ( f()) f(.r,y ), 
rде 

П.р=( Ict-T~~J )( 8Nм_ f )( 2, у}, 
• 1 

Шf =( т~;;' 8Nн- f )(z, vJ-( т~;-'енм_f )( ~.11> · 
(СикiзОJI Id оdоавачае~ !'о-.це~~:ве~ оиереtор~ 

Вам цадо оцеивваn ~Р, 'lr •. Шр при fJ Е su.pp fJN~H • 
Покаем, чtо в э!'а.t с.цучае v t: supp Sнм_• . Из оцевu- (23. IO) 
при k =n-1 садуи, .ro · 

(25.З) 

," -
При 118.&чевu N и М uноаее!'ВО sµ.pp 8нн . 1меиьшае'1'Ся. Ее-
.о ] О1 t ' ( - .IJl'iepB&I 1t8 ДОПОJШеШ К & u.pp ~ NN _ t .-0 doue 
JD.POQI ииервu , ] Ol -M:1 +M~J, -~+Н: 1-м-1 

(. ..1888. д~ 
BOJ1J18ВU к su.pp 8н+н • Эtм фаа J1erкo J~8llOВQJt,1М1CCllВ~­
pD8Я фopllJJJJ (19.З). Пoa~oily AU Сiф8J18ДJ18ВОС!'• 88181'0 J'D&P­
ueпя лома!'очво внпОJrвеВIJI веравеsсва 
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! 

\ 
(25.4) 

tt~opoe· :вер1 • .> при бо:Jr-ЪШИХ N0 ,иsк s!'o следуе~ из' oцeRltJI- (25.З) 
• ооотношеmd llUJtf параметр8lд! ( cм.фoJlfYJlн (22.8) и (22.9)). 
T8iunc oбi)ast:11; у lfi supp Qнн_ и ь-~ожем по..~эова~rься оцепами 
(22.14) • (22. !5) прJ1 _k =n-1. 

Оцеюtа. ( 25 • 4) ПО.К8ЗКВQ&!' t Чi'О К внраzеюm 1 - 9 NH _s У) 
примевимо )'~B9PJG.t8ИD 5) JlelNU I9.I. Or~ ПОJiуЧ8еМ 

r, ~о. (25.5) 

у,_.вер~щение 6) ле№н 20.6 две'!' oцt311.Q' 

l'Jip 1 ~ с~-> та.ж { N-Р1м-'1 с:;->11!1~ 1м~а.) ~ 
fJ1+f>1=r_ . ~ 

(rs-) (r_) N-r_ (н-1);-1 +-1-t ft 
~ DJt С10 - . • (25.6) 

Оценим Шr , Jiсполъзуя утверце~е а) .-.еммч 20.6 11 перазеис'!'В8 
(23.~) и {23.6) 1!p1t k = п -1 : 

. IШrl~maжtf~J-Jж-~J+maжJf~·f·fy-11J~ . 
1 • 

- <. c(r'_)N~~ ir-)NRS+!J 8. + с(1~_) MJ\ltf л(~ J,r;"N~+.t..1. ,; 
..... 'f - 7 - :+ l''J'l"f _,,,~ , с. Q_ ~ 

,<..!_ (r_)( N-2µ_+иµ+эе(.2б+5) N-!~L--i· •JA+•(.,J.....,.+3)) ~ 
..... 2 "н - . + - u ~ 

' ' с:;·} н.:~JА-+ Эt.~+н(~+~+!J 8 " ( 25. 7) 

Кк 1» rоворuооъ coo~O!'ВJD1\116 ЧАе,!18 r8 , Пg, m, , воз­
"._~ ирв: оцеюtе развое?• g<"~~yJ-g(~, 'fl) , оцеmmатся 

fJRй:Яorll..ИO~ л~ lt -~. что Щ'e!'nGi ДJ(Я I,g ~ ~· те Же . 
~~ чtО а Аtй tf JI Ш, • Д1.я 1Ig ВP0C1ff) (25·4t6) ~"J&ell . 

11( t {1ft.) (r-.)_~-~-(•-t)-·\'+~t.t& . . t 1 t; с... е 10 1._v_ " 

U:иребJ$М, · 1ftot5JrI ~;~~ъ 

l t r 1 + 1 п t 1 + 1 m, 1 < it · 
11.t 1 '" i 1е 1 + l 111 I < ~ h • 

( 25.8) 

• 



11ос.аедяd 111ен в (25. 2) оцеВDI, асnс,.;1ьзуЯ у0J1овие (Ot) •з § 5 
и неравеис1'во (23.!!) (сч.паем, ~о N0-;и,~<-- 1/Jt) : 

)[eJ1.~1.e-1 (u1-U1)+Ig+Пg+Шg 1 < 

.:: ~ ( 1<р1 + J iv 1) + ~ .t. (25. to) 
Из (25.2), ~25.~) и (25~!0) следуе~. "ВО 

lqil+l'!JI~~ (l<fl+lipl)+t~+ ~~+ ~". 
!r. е. ВШIОJЦl.Яе'l'СЯ нужное иеравенс-rво ( 22 .14) при k =n . 

·Дпя lforo чтобы за счет выбора N0 и noCJieдoвac.reJIЬиo~11 

{ rk i ·можно бwю дооиться сцра1ЗеДJJИвости (25. 9), доо~&Уочiо, 
как показsвают формулы ( 25. 5) - ( 2.5 .8) , подч:иlШ'l'ь параметры r. 
Эf ~~ и tJ неравенствам 

fдn:._1 ~ ~п~ ( 1- a(-t )"rn -1+ а-е-! - \,1' 

µn-1- 1--'n~ at-
1·2f-tn-1-<0+ "+3~-t..i · 

(25. II) 

(25. 12) 

Здесь мы :возвратились к старым оооэначеШIЯМ. ~Qfla t,1 .и t.. 1 . 

DOJIOИИТeJlbllble в пе завис.я-т O'f n • При эlfом уОJiовие (25.9) вв­
,по.пцится, eOJIИ ПО!"р800ВВ'!':Ь 

с(rп-1) (f'n-1>~,-~nt.1 1/1~ 
lt С10 Но < ' 

' (25"IЗ) 
(ran-1>N-at7!' tt 1/1 А • 

. сн о < . .... . 

ПОСJiедовательяости { ttk ~ и { f'#~} ·- мещшю растущие, мОио-
ttошше и до.DIШ с!'р'емиt'ься х +оо при lc --;... + оо • Тааовu В81П1 

!ребо:в&ния •. Нера:венс!во (25.1!) ва.мадывает. аrраИ1чеН1е ·ll8 
poo'.f l µ k j , подч1шля ero poo-ry .. { r-k J .РазреШИ11оо'!Ъ иеравеисt:в 
( 25. ll) •. (25" 12) при п == 1 Д11.еув'1' выбор чиоеJI t.1 • '-.а : 

' О <. t 1 4' ( 1 ~ ~-1 ) r 0 - 3at~' +эе-1 , . (25. !4) 

(25.IБ) 

РазреJ11ЮSостъ неравенства ( 25~ 15) аrвоо.JJтз~но ".а. .ttИКТJ&Т вн- · 
бор 3f : ecJDI I!ОЯС'fЗВИТЪ. в пра:вуJ.J Ч80!'Ь (25.Iб) внраsевие. 
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) . ( .2 ~+ 5 ) . " • (22.IO_ • ПОJ111ШМ ЧИСJIО (6+3) 1 - 3(6+.2} >о • Наковец, 
-аваЧевие (5.9) д1!Л r'0 . внбр~во .из условия: раэреmимое!'и (25. I4) 
отиооnе.пьио t.1 • 

Неравев.ст:sо (25.I2) дае~ возможност:ь яа кацом вrе уве­
DЧИВМЪ 1-!п на :яе ·sа:виоящее от п ПOJIOD'1'8JIЬIIOe 1D!CJIO (!aie-1 -

-1). 3 н~ -( v+cD" +5) - f., л. Воэрасrащm 1-1 n dуде'!' прептствовать 
иер~евотво (25.II). Oдimxo. Ratt буде'!' показаяо и ме.QJJЩем 
параrрафе, ЧИСJiо r-п моаЯо с 'PQC'l'oм n мало-пwа.цу увеJIИЧИВатъ. 
При oiroat ПОJl1ЧВ'I'СЯ ~ос.u~едова'l'е.пьноот:ь, с'lремящаяоя к + оо 5 

§ 26. До.казас1ельство оце!tок (22oI5). Выdор 
помедОJЗ8!'вJIЫIОО!'И· { r А-: } 

Введем изнеиеяие масштаба: 

i' ~Na. if =M11 t .Ж=N-~, 
у=Му, f"Nf. ё=N"g, r.p=№p, W==N~Ч',· 

- - А' л А" N'л и=Nи, v=Mo, f=Nf, g= '\).([ · 
Тоr;ца уравнения (25.I) пре:врs'!'Я'!'ОЯ :s медуDЦ\tе: 

rp(t;,11H iет1[и(i;+; 11. ii)-u(~ + ~· 11+Ге'ff,17+fё' IP)}+ 
+ f' ( ~, у) - f ( 1:, ' ij) ' 

11'(~. "~=(VEJtu(~+N-tr, ~-v(&+~~ + fi (f, . 

' . r;+Гeiii)]+f(.i,y)-/(f,~)+[i]<'J). 
ifa оценоz (23.5) 1 (23.6) медуаt. wo 

1 п;•.о;• VI & c~"-'(i'N6+1. Jt.:f ~- ~ c~"n-t>NQ'"n-t(:lн-i)V' 
' • 1 

1 
Pt P.t-1, . (tt->N16'+4 А\ .t. с(rп-1>н,-ип-1(3эе-2).V .og D 

11 
ц Е: с1 . u _ - 7 о ' 

. / 

1, Р1 + P.t' '~n-1 + 2 • 
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Jewa 26,!, СущеотВУJ)'l' u00J1e.цoвltrenиdcrь noot-ommп 

{ С1(:) } t "~ ro • и чясжо L3 > о' oCSJrмaupe СJ!ОЙСТВОМ: ес.п 
п 

~~;п-1> Nон ", ~ 1 ' 
. 

(26.З) 

~о при 'f} € su.pp SN+N . 

1 пt1 D:14
( f (~. YJ-f(~, ~) 1+1 111 D:.i(g(.r, У> -
- - 1 (~ ) п :-·i<~,'ij>+[g](1J) <C12n-1No-и Lr.1, 

(26.4) 

\ 1 ~ Р1 + Р .i " "n-1 + 1 · 
до к а а а ~~е J1 ь о~ в' о. ВычаСJам проиаводtq11 c.1QUOJ 

фyИJtlUll: 

n;1D:i.·1ca+ц, f)+V)= . ~ D;1 D;:f(:1,g)x 
. . 1~s1+S.i'P1+f)J. 

х J I: c/oiiю.~im1.П [D~ D:(i"+il)]°'ik х 
1 { °'irc' tinA i., k,i, т . 

( Ь.l Dm(- -)]~Lт i х _ _ 11 +u • 
• 1 

(26.5_) 

OJlllllPO:вaввe в (26. 5) распросtраияе-rся яа аое яаоора l оч.k , 
~lm \ В8t1Р8JJЬВНХ часе.а, пюuе~ворЯЩ11е paвescttвa11 

' 
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ОсоСSве llllOJUl'l'eu :в DPO.-tшeJteиa (26.5) o·(f,.t)=(1,o) и (l,m)~·. 
= (о, 1) оце11ИВ8ИС.Я ОJ1еду11ЦW1 oбpasou: 

1 Di (~+'и) 1 ~ · 1 + 1 Df U 1 ~ .1 + c~"n-1> N~иn-t(aae-.zN .s; .t ' 
: ' . (26.8) 

1 D~ ( ij + ii) 1 Е 1 + j Dij u / ~ i + c~"n-1) N;нп-ч~•-1)-1 ~ .i. 

Оцепа по a~cOJШ!'Jlof . ВеJIИЧИНе для типичного чиеяа в (~.5) 
вее!' ввд 

~ /"-J( N-)&i-1 (м_ \Sa П N-tvit(f.1-- н(-i.t+lf))-~t.,,.,(1-t--~(cr+!+\))) _ 
... t3 N Jr} . - -

r.,k,Z,m · 
(i,t)ф(t)O) 

(l, tn)1( о. 1) 

= .с~;п-1)Nо нn-11,<t1,.s-.t,°'.10,~ot' fln-J) ' (26.9) 

rде у f (s1) sa' °'io• 1~01 t µ)=-{ µ -tt(.26+3)-1} (s1-0l10)- .. 

·- { J-L- и(ff-+:2>-~ ~~в.1-~os>-<0t10-1)( tt-1)-~01(к--i)~. (26. IO) 

. 0цеака .UЯ ·.0:1D:1i([ + ii, if+ii) провзво.Цllrоя !'SI 

ае cuooOCSCll, • дu !'JllUIЧ1IOrO· ч.иена в CJWe, евалоrJАJЮй сумке 
( 26. 5). пQQчае!'СЯ оцеика, aвu01•a'ti18s ( 2в. 9) • с той J1ИП1Ъ pas­
JDЩel, vo :в ЦР.8.801 час~ ao.io "lt( s1,s1 , oi10,~01 , µ) эамеия­
t!'Са. 

Yi('i• •а •°'20,~os,JA>=1"csi,si,~o,~1'1-1>+(,>-1)(ae-~}> 'Vf •. (26.ir> 
Coou"~~· vea бJЖJ'f ... ._, ~OJDt ЧllCI& У,.,• "" 'О!'рИ-
118fUЪВ8. В $11 ( 26. 6). s1 --'»ot ~ О, и 'i -~01 ~ О , • F.cJJИ кa­
au-lldJ.P" l!U р&8ВОСНI ПOJIOD~JIUВ. !'О в сЩ (26.!1) в 
(~.Ю) , , 

у_,<. Yi ' ~(tt-1) - µ + ,t-1 ' - .tнoi). +~<О . 
'418 OJDIOllP8118RIO ar10 -=t$1 В ~01 == $~ , ro 118 (26.6) ~-



1. 

JQ'8~. vo •со ~аnкве aiit • ~tm раввн вув, s . р1 , s,a =P.i 
и оц~ииваемнй член ~стъ яе чrо.ииое, как 

Воспо.~ъауемса фoplv'лol бJIВDll8 Ныrrова • пре.;цсеrа:вим праву!) 

чао& (26.12) • виде с~ чпеио:в 'IИП& 

D:1 D:& f (и~ g>{ n4 tt )t\ bij~)l:..i. (26.IЗ) 
Вов t1+k~>0 .• ~о (26.IЗ) в c.uy (26.2) допус.кае~ оцевк7 
сверху ВВJDIЧDOI 

· (~-'( N-:\ Р1( М_ \Р:с.N-(.2н-1)" (rn-i>н.-нn-tc2•-1)t> (26• 14) 
Ct4 N f М ] - ' C1Jt . о , • 

Oclfae~ca оцеипъ ч.1евв с k1::0, k,i==O , ~.е. DJ.1 п&1 f ( ~, 'J) 
и D~ D{)J j (~, у). Их удобно оце~~а~,· . ВUЧID.Я иа ВП 

Df l>t ~1;, i]) и . D:1·D&" 1 ( ~ , fi). Прежде чем .цe.wati. в~о. 
"' л o•Pll ~дuьво произво.1UIЬ18 функции. р • g , •опо.nзуя .1811117 

20.6: . 

\ n/1 п:1 fc(, ~>\ + 1 пt• n&'" 1 <К.~)\.= 

. =н-Р~м-~1 {/D:,п~~Рс~ .. 11J/ N + 

+ \ Di1D:1 ic~,''1>1 н" ~ ~ 4"-' { н 1+н~'" 1 J ь _ ~ · 

\ 

(f'_) -м"(2,)-1) 

'_с" No . ' 1, ~t+ei-' rn-1 +i. (-26.15) 

Акапоrичш. ocsPaaou оцевива:то.я 11JЮ•зводине [J ] ( fJ) • 1111 В11-
Д111, wo эi'в JЭeJIJIЧIIOI )сеrм МВJJВ• 

Прис~ а оценке рвзвосi'И- . 

nJ• п;~ f <~,У> - п{• п:s f (~. 'iJ) • 

\_ ' 

" За.е'fВN, qro у1 (р1 )р1 , р1 , р1 ) = -(( р1 -1)+ p.,,i)(эt-1). Э-rа • 
ве.пrчuа ве :яшяетол mрицатеnво- !'o.IЬJtO прв р1 =1, ·р1 =О• 
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..... ":: 
1 

ПО&!'ОМУ .цооN~чяо оценить развоо'1'ь Р~ f ( :t, У) - D&" f ( ! ., · '?) , '. 
а ~мыmе ол;1чаи по.IфываDтс.я ухе nQJJУчеяяши оценками. IIpeд-. ". 
с~а:вu 8~ раэЯОСlfЬ в )UQS ' 

. ~ f(!E, 9) -Jjli f (g, ~) =D~ f(~. y)-Dli fC!;, "]) = 

= D~ .р ( J!, tJ) - D 4 f ( /;, lf}) + ( 1 - ел/1_ s Т}) D~ f ( ~ 1 17) + 

+ 1\ c(d -Т~_;;.>) G.vм.. (71) f(~, 1}) • (23. I6) 
Иоnо.tьэу.я оцеШtИ (25.Э), .m.еее.ы · 

1»~ f'(~. yJ-lJli. f(l; • 'J) / ~ mttж / п; fC~' 1J) / • 1 ~ -~ i + 

+та.~ 1 D~ Dtf f(~, '11) 1 · / У-11 / f N_ N_-гt(б+з> + 
+ M_ fi' N-~Сб+з> '= 2No-~:i. (26.!'7) 

Из л:вМ1itЫ !9.~ n,OJt'J"laeu, 'tffo, пра 1J€ su.pp Эн~н . 

. ~1+-9нм_С71))D1; f(I;, 11)==0. (26.IВ) 
Из п*d) Jiеммы 20"6 при r'-r __ -1. и оцешш (22. !5) пгп k=n-1 
iI~.Jf ОЦ&шt,у' 

l 1\ < rd .:.т Z;> У еNн_ < '1'/) f с~,.,,> 1 .-

1 
. (n )) 1 аа _(Id-ТмЧ .эNмS'1)f\ f(~,1J) ' 

~{r-_) N-~1M-f>.iнP1~1Pa~ n(~n-1)м-ип(1.--~-!)(~-,1) (26.19) 
~'(.;($' та.:с. 'J.V.:.. l - '...:; t-15 IVO ' • 

Р1•Р1=~--1 . 
ИrsR. црав~ час\':Ь (26eI6) ~JIS1. Займемся Р.НВЛОnI'IПЬМR 

01.0)J!Raюl 7Jl.~ фувк"""'J(Jt j( .:J:, у). TSit RSR Уе (е1' р,_, f>1,f>2)=:-(f'.t + 
+~-i)v)(lff:-1} есть ~!'МЬяая :вевтапs. ~а иок..m<rJением c.иrt~­
ea а) О< р1 ~ v • P.i•O и б) р1-=О • Pi=1 , . aro доствточ­
ио оrраа-.~ъ<"..я рвссмотревием этих ~ев. T~R же, It&R в 

. ~~ пp9.ЦOY8DIDI р&Э:SОС'1'Ъ D:l(~YJ-D:1,f(E,, 'f/) В виде 

, N.)-fit(JJ!•9(~,y>-Di1i<e.. "J)} ""N'1-()i ( D!'"g(~, IJ) -
. / 

- D~ 1 g(~, .,,>) + /tl~-Pt { 1 ~ QlfH_ ( ТJ}) Di1 g(t;, 'f/) + 

+ н~-PtD:t(Id-т<;~)) Эю~J11)g(~, '1). (26~20) 
• ,,. 
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• 1 

Первнf Ч11ен в правой ЧЗС'l'И (24 .20) оценивается !'ак ж~, к.а~с. 
(24 .I7). Dropoй ч.леи рав6н RyJll) пр.и 17€: supp f)N М • 

Оценим П?Ме.ЦНИЙ ЧJiен в'i (26.20): + 

1 
N.J-~1 D f1(Id 'IJ'I (Т'_).) !:\ , 1 

l; -uNM ~ 0NM~(tJ)g~~"1J) ~ 

.(r_) (N_\-"+~+:1(· M_,s~ <rп-1} -c}!ti(1--.эe-1)(rъ-v) 
~ Сtв mа.ж IVJ м/ ~ с16 No • 

~+~=~-~ . 
(26.21) 

Рассмосrрим случай 6): 

D9g(~, y)-D"fjj(e,, 1j~= fЁ'{ Dyg(3!, у) -n11g(l;, 11)} = 
• 

= (i (Dy g(~, у) -iJ.'lg(i:' '1'/ ))+ уЕ' .D11( 1-вNM_)g(~. 11)+ 

+ '(i' DТ/ ~ Id -т)~-J ) Gнм_l • (26. 22) 
В ме.цупцих ииzе оценках исполъзуютс.я неравенства (22.'[5) при 

k = r1 - 1 • Используя ( 25. З) , ПОJIУЧЗеМ _ 

1 "fE( Dyg(-'!, у )-D'1g(~. 11)) 1 ~\Ге' ma.31 / Dж Dyg / · 1~-};1+ 
+ 1r::' 1 D" 1 1 f , N~N-ee(6+3) -~n.н . < 26 23' . . 'е та.~ Yg f. У-11 ~ - t:: No • " ф ~· ;~ 

&ropo:I ч.леи в право! чаmи {26.22) равен ЦVJllJ при 1J€ su.pp~~".м· 
Пое.педиай члеи.в (26.22) оцеmrвае!'ся СJiе.цующик образ~ (ис-
полъзуется лемма 20. 6) : ' 

. " 

Df»tDf.i+1(n )1 (r_)· (N-)P1(M7& (rп-~~н .... иn(1-аtГ 1 ) 
х о g <. с ma..-2 - = с по • 

t 11 NH_ -. 11 P1+P~=,.,_-l N• М 11 (26.:?А) 

СJiедующ8я Jie•a, имепЦа.я Jiоимьвнl харакNр, 011еВИ).tИ8. 

' Лeiitls 26&, Для кацоrо целоrо ПOJI08!'8JIЬRO.ro r f?YIQ8M-

1зye1!' ПОJiохительвое ЧRCJio at( ~), обJIЦ8П118е овоlс8r:в<11: · есп 
J tf(~,"f) и tp(~, 'f) - rna.1tюre .rрунr.:_пии. 7до~е!'вОрs11Qйе уравяе~ _ 

• • 
З!Эк. '1? ЛI 



р(ё,, 71)= Ф(rр(~, 1J), tVCi°, 1l), ~' 11), 

"'(Е., 1)) = 'i'(<f(t,' 1}), 1'J(~ '1J), е,' 1J)' 
rде Ф(Сf,'\),ё,,1]) и V(<f,tf',t,1]) - rJISAl(lle фушщии, все производяЫе 
ttOfopыx по юем apry11eJЬ.ta11 до порядка r ВlUШЧПе.пьио не ~­

восхо,цят по абсОJШrноl ве.пчвие . 0& ( r) • то про.и~водиае р и Ч' 
до ПОРЯ1{К& r вiсimчrrе.иыю ве превосхоДЯ'r по adcOJШ!яol веа-

чиве 1/ ~. . 
По4rребуем, Ч1rО6н ВШIОIJВЯПIСЬ неравеЯО'f ва 

Crn-i }N-aen-1(.tae-1) (rп.-1)N-~n.-1(.icr-1),1 
св о +с? о + 

(r ) -эеn " н n ( r ) + (!12.ri-:-1 No 3 < oi (rn-1 т1)' No ? Ci п-1 " (26.25) 

Неравеио!'ва ~26._2) и тrвеJ8.1tевие ~еммы 26.i дам нам возr.юж­
нос~ь npDEИll'l'Ь Jlellq 26. 2 ж JР8внеии• ( 2Ю. I) , о-rкуда ПОJ1fча­
е11. оnравеАЛПос'l'ь оцеиои (22. Iб) при k = п, &cJIИ в качес-.rве 

r11. BOЗbllell ЧИС,10 ,..n- i IUВ f'n.-1+1 • ~. 
В качес'fве rn аа самом деле возаем одно из эlfИХ двух 

чисu. НеобхоJаJЮ, 1t8foбu пpJI всех п ВНUОJUШШlсь иеравенс'!'Ва 
(23.?) (прв k=n-1 ), (25.IЗ), (26.З) 11 (26.25). При ___ n=1 
&'IJI верааенстttа мааяо fЯОВJiетворитЪ за счеi' внdора Чi,JCJia N0 : 

N0 >с~.-> i. При ~8J1Ыl~lв&ilx ~~ачеииях п они буду!' вunОJ!ВJИ'ься, 
eCJol остаВ111JЪ ЧИСJJ.О r n посtо.явнuм. Бу.цем уве.ЩJчива!tъ чис.ю n 

rп на едвllЩУ ПРI l'tn: з~чеЮIJП п • д.1Я .КО'lорнх . чисJiо N0-
81 

васt'ол:ько MaJio, по- рассмаrриваемая со:вохуnиосtъ иер~венсt-JЗ 

внвацяе'!ся и AJJJJ ~JIИчeШJoro на е.ЦИ1'ЩJ , значения ~ f1. • Так 

ЩUio-noмu.y ЧJICJIO r 71 будет увеJIИЧИВа'l'ъся. Возни.кнет последо­

"9!еJJЬносt:ь, с'I'ремтцаяся к бесконечности. 



r .п ·е :в а 5 ( 

Д()КАЗАТЕJIЬСТВО ТЕОРIМЫ К1ПКИ - CМEJtJlA JJJIЯ 

11mJЮIОI'О-БИIЛИАРдА 

Б мой rлаве иuaraelfcя J(ОIШзатеJJЬс~-.во теоремы З, сформу~ 
зiвровавиоl в § 4. Возник8DJJ1е здесь 8fРJднОО!'И связавы с ·,_.ем, 
Ч'1'О 11евелеиие rравицн оdласrи Q в мапой оr9ео!'яости одной 

, rочкв моаеt- охазаrъ' вmuiИИе ва поведеиве преоdразовави.я Т 

сразу·в оирес~r:яосп нес.кОJIЬUХ !'очек рассма!'риваемоl пер.иоди­

чесиоl !'р&еR'!'орив в феэо:вом про0!'})8истве Е • 

§ Zl. Illaи noкasat1J1Ъcua '1'80.Ремн 

П,сtь Q е Q • CJIOOJI8Мll Г Q : I:g _.. ~ Q, JIJ1I прос~о 
Т: ~-..I:, JУ.Цем оdозИ&чв!'ь преобрвэоваВJJе, определеввов AJJЯ 

обlаа!'и Q в § 1. 
Рассмо!'Р" ·пер11QJР1Чес.ае 'f.P88Rt'opJIИ uреобразо:веlll.я 'Г с 

периодом п > 1 • Непо.-ане tо'Ч1\11 · Т 1180 ИJR'eJ)ecoвan ие 

611fl'l ,
1 

поие1q дuее MJМUD' ttперио.111118саая '1)8enopu" • "пе­
рJiодиче~ая !'очка" orJЮCID'Oя ~-~.ко а вер110_.ек111 lfPl&Rttopв­
ям и -ro:•• ~ периодом doJ.tъme 8.JРIНИЦВ. ~е -.!8 t'О.И co»pat­
cn в WCiaкecn\) ~ '. д ~ • По 0tвошевВ к иввоаQО а. • опре..; 
деJ1еиио1 в .§ I, iоюЕоtво пер~.nи•скп tраек!орвl разdоае~ся 
на два масса: C1181e!'PJl1Dllie 'lp&&K'fOpD • и8CJD8e!'J)lt1Щfle. Пер11-
одическу1» 'l'р8ек!'орп fSJ'Jl&М Rasdan clllМettp•uol, есп оиа п­
вврианпа оп~мъяо ••soJJSRD В- • • Jtec-!8pnll01 в 
проивиt11 о.вtчае. · 

А 

11Jclf:ь Г0 с: Ж - мяоаеСУUО BeJIQ.OJIDD t'0118K tt Jlвоае01'-
во Г0 coc~oвtt из всех пар ( .r, е) Е Ж • Р& во~-орюt веnор е 

OP8J.'OI'Oll&Лf,H R дQ В toчite Z • 
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Jlc!fla Z'I г 1, Для t-ot'o :iwo61i' пер11одичес.кая ~ае.п'ория бша 
сшоаеl'ричной, необходимо И доста~очно, ч-.rо6н она содержала 
точку 1'З !10 • В з~ом случае 1_1ериод траеК'.rории четный, и послед­

няя содерu1' ровно две · таких тоЧRИ. 

Д о к а э а т е л · ь с т в о.Пусть { :ч, О~ i ~ п ~ ~ пе-
риодич~сrтя '-'}>&епория с периодом п , Т ..z i = :ti + 1 с 'med. n) , и 
nyCIJ.'Ь о;: о -:- :tt\! , 0 ~ Ol < rt • 

Предnо.пожим, Ч1.rо· рассма'rриваемар: тра,ектория симметрична. 

-~ ~ =0 , т_о .1:с ~ Г0 ~ Ее.ли oi> О, '1'~ в силу ( I.8) б zj == 
= б TJ 2о = т-J ff z 0 = т·-; ~.,.. = :G"·- · , С< j 6 С1 lf ECJIИ oi чет-

"' .... - J л 
вое, 'l'O • б z~1,_ = z0i1~ ; если О! нечетное, то б % (et.- i)/J.;;: 

= 7.(а.~н)1:2 • Uок:ием ~ ч-rо пocJieдmiй с.лучай .исКJПО!ен. l1усть ~(еt-!)/.Г 

= (~1,е1), zc°'"* J.)f:l = C~.t, е.2) • · Пре?dраэование <!: не меияеsr ~~Р­
в~й камnоныrrы, nоэi'ому 1t111 =~~ • Но ttor,цa равеис'l'во z.(01.+1, 12= 
:.: T:i.(OL+ 1)/1l невозмоmо, 'l'SК как во вцr.rреюшх '!'очках Е прео­
бразование т о6язате.лъно язмен.яе-r перву~о к<>Nпоне1181'у" НапСN- . 
н.им, что период траекrории 60JIЪшв ! 1 поэтому она лежит в М110-
1~ес-rзе ~ ' д}] • 

ПрздrюдожИм, что на ~ае1rrорйи имеете.я точка '1 nрив.адJ.iежа­

щая r0 • Покажем1 'f.ro '!'рае.к'!'ория симмтерична. Без огравичеНия 
общнос'l'и можно счпать, что этой точкой является .i-0 • 'l .• e. 
б.:t0 ~z0 • Тоrда в си.лу (!~8) t:rzJ=;?,n-j , 1 ~ j < п , 'l'.e. 
~аекто1~ия симме1!'рична, Применяя приведfШН:Jе выше рассухдеНие 

' /\ 1 

с п вмес1'о ai , ПО.Ц}'Чаем, Ч8.l'О п четно и trzn/ i = ~п/.а. Все 

~очки ~ с j :f о илj-:/= п/~ не лринад.лежа-r r0 , что ОПЯ\'Ь CJie...: 
дует из равепс'i'ва б %j-= zn-J•. 

Две точки симме'rричной тра~к-rории, принадлежащие r о'· на­
зовем коШ{еtsыми тoqys.m этой траек!'ори.и. На рис. f8 изо6ражеиы 
nроекци.и на 2 из z несnw~~ричной и сШОtеТ'ричной периоди­

ческих -.rраеК'!'QРИй с перио,цом п = 4 • 
06лsсi'ь О назовем r~-квазиоdщей, если выпоJшеиы следу­

ющие уе.о:ов.ия: 

.On~) любая периодиче~кэя тра~к~ория прео6разован.ия т0 
е периодок п0 < п не вырож.-u.енв, 'l'.e. либо гиrтрооличвская, ли-

• - 1 1 

со ~нJrи11'1'.ическая; 

On 2) .обая с1Dr1-метричная перпо.nическсн1 траектор1.я прер6-



раsования 2-Ь - G периодом п0 < .2 п не вырождена; ' 
• . О п З) если' z0 - ЭJL1IИnтическая периодическая точкц : ;.~~ 
с периодом п.0 < n ,. 'ХО собственнне, числа матрицы d т~;0 ~ ~~ 0 .) 
·JDlem вид л1,~ = е:жр { + i ~ 1t" а 3 -· где ot .либо nг~\!1fJ~'JFJq.,,rrft.ПO: 

а 5 

Рис.IВ. П:р9екции несимметричной (а) ·И сИ11Летричноl 
. ('11 периодических 'l'раек!'орий с периодом n=4" 

псsо ai = p/q. , rде p/q, - весов:рат.имая ,цроdь и q > 2 n, парам8'11'р 

" д;пя 2.о отличен от Q (см.§ 4); 
_ Qn4) вол.и :z0 и х1 ·- rипер6ОJIИческие периодические '!'О-

чки с периодами меньше п 1 ero все пересечения Q11'реЗRов хривнх 
W~~1(%0) и w~u.>(%1) . траясверсаJIЬин. Здесь символами W,.C"{z0J..и 
W~ttJ(.t1) обозначены замккутне О'f})еЗЦ · JС!'ОЙ1!ИВОЮ WC.!Jc.zoJ JI ие·­
усТОЙЧИВОГО w<u'(%1) МНО~о6ра~й !'Оче.К %о И %.1 СОО!Веt'С!'I!еВИО 
(ом.§ 4) дпиноl п с ценt'ром в z0 .и .t1 (в· ~2 ·• фиксируем . 
еВRJIИДОВу ме~пу, цорождеиную КОорДИВS!'НОЙ CИC!'ellOI " (S, ~) 
(см.§ 1~). . 

JJ.п.я доказатеJIЬотва i'еоремы 3 пос!ровм усSнваьцуD помедо­

:ва~rельиос-rь uиожесttв r.Rn • п~ 1 ,_ содерsа1Ц11Хся в Q .• Мко­
аества Q п 6'11Jrf ОМ8Д8!Ь CBOЙCt'Mlll: 

i) · 2п OntpHi'O И· BCl>.IJ.Y. ПJIОТИО В 2 , 
. 2) все области из .g·- Яв.1rsШfся п-квазиобЩIМВ. 

А 

Пус~:ь ~п ~ оово.купяооn всех п-квазаоdlцп odJiao!'el. 
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л л . 
Ясно, wo .·Qп"=- Qn 11 Qn mкрН'!'о в Q • "Из свойства !) 
cJieдyei-, Чi'О Qn всю.цу плотно в !А"". Множество обЩих od.иac­
~el (см.§ 4) есть пересе1:1ение nn ~ 1 g п • Ив !'еоремs Бэра о ка­
!'еrори.ях CJieдye-.r rrверждение ~-еоремн З.ОстаJiос:ь поСlfРОИ!'Ь мио-

аес~-ва g п • ~- ' . 
Пусть Q 1 == 2 • Предполопм, Ч'lО пос~-роеян JШOJtecne 

g ' 1 ' р 6 п • в да.пьнеiшем вам ПОНВДООЯ'!'СЯ ДOПOJIНИlfeJIЪ-
1" - ' . 

вне corJiameви.я. . 
Удо6но вкmочить все фазовые црос'rраис-rва ~ '1 преобразо­

ВSНИЙ Тsг: ~Q ~~о в одно ООJIЪШое фазовое прострав.ство П. 
В ка.чес~ве Д возьмем мноrооораэие всех ориентированных пря­

IШХ в IR :t • В пространстве П будем рассма~-риваrь .координа~-­
вые сисrемн (Н,ср), введенные в § I. Точку (ае,е)~~2 , rде 
ае а &1 , е - единич.ный вектор, не направленный во вяешнос1'ъ 
62 , о~-оцествим с ориентированной пр.ямой. проходящей через 

-точку ж· в напраВJiеНИИ е • с поыощью э~оrо отождес!'ВJiения Е g 

вмаднвае~-ся в П • Мноrообразие П диффеоморфио циJiиидру 

IR )( s 1 ' мвожес!'ВО ~ Q еоть двумерное подмяоrообразие с кра­
ем в п t оно ЭВВИСИ! О!' ~ • Замеtt.вм, 'f.l'O гладкая C!'pfКi'J'.PS 
:в ~ 0 , и~ованвая иа · П • не совпадаеf о гладкой Ct'J>JК­
-rypoй, определеШiой в § 1, ио ДJIЯ ваш.их цеJ1ей э~-о несущес~-веи-
ио. 

Мвоzес!ВО g п+ 1. dудем Ci'pOJl'fЪ СJlедующим образом. Пус-r:ь 
6а е 2 • Образуем множество Г Q с ~Q, ЯВJ1Я11Цееся объедиве­
и.ием м~1оаес~-ва воех периодичес.uх ~-очек .о периодом меньше п , 
IOIO.Z8C!'Ba r' == и:~~ т2k r о и а Е Q • Так ках указанных перио­
двчеоJШХ fочек в оиq свойс~-ва ~nI) коиечвое ЧИСJIО, киоаес-r­
во Г 2 компактно. 

· Jlемма 27 12, Существует о.кре~тиость мяоаес~-ва ГQ в :Eg 
вамЬ1Каиие ко~орой ве содерzи~ периодичесitИХ lfочек о периодом 

n , nрии8.1tJiеаащп иесимме!рИЧИШI !'раектори.ям, 11 концевых то-

11ех 01111Ме!'ричюа периодичесюа ~aeR'!'opиl с riepиoдou 2 n • 

д о к а э а -.r е .и :ь с i- в о. Очевцио, 18.'о R8цая rипер­
dо.uческаа периодическая ~-очка о периодом 11евь111е n такоl ок­

рес!'ВОО!'ЬI> обладав~-. Так RS.К :в6JIИзи эJШ.ИП'tИческой !'ОЧКИ с пе-. 

р.10.1011 n0 < n ,удоВJJе-rворяющей ус..поmш .Qn. Э), преобрааова111е 
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Т Qno MSJIO o'l'JIИчaetcя С в специалышх .координа'rах, см.§ 4) О!'. 
поворо-rа на уrол .21toi • rде ~ иррациоН8Jlьно .и.пи ~ =Plq , rде 

р / q . - не со1q>атимая .цробъ, q :> 2 п , -ro в дос'!'аточно малой ок­
рестности -rакой -rочки не буде~ периодических ~оче.к с периодом _ 
п и 2n. Предположим, что в J.II06oй окрестносlf~ множес!rБе Г' 
имеmоя периодичео.кие '!ОЧКИ с периодом п • ТЩ'да, выбирая riо­
ОJiедо:ва!'е.пьнос11':ь ~аюа -rочек, cxoд.mnyl)cя к Г' , убеждаемся в 
ИSJIИЧИИ в Г' неизолированной периодиwской точки ·с периодом · 
n , x~ttopaя принад.пежит симметричной wrраек!'ории. '!'&К как по­

следи.я.я содераи-r точку Из Г0 • Но по услови~ Qп2) така.я пе­
риодичесхая lfраектория не внроzдена, и поэ-rому ве може-r бllfь 

неизолированной. 

. Пусть в JJJJбoй охрестнос'.l'И Г' имееwrоя коJЩе:вая тоЧR& не- -
.которой о~е!'ричвой периодической !'раек-rории с периодом 2n • 
Тоrд8 '!акая ае 81'очка .z0 имее81'ся.на Г' • По oпpeдenemm мио­

аеоt.rва .Г' · АЯЯ веиоrороrо · k, 1 ~ k·~""' п, т 1с z.0 с: Г 0 , 'по про­
тиворечиr свойсi'ву симметричdЬй 'tраек'fории, сформу.пироваsиоuу 
в .!емме 27.I. То 'fl'o в некоrорой·окре~тнос-rи д~g не': пери­
одичеСRИХ ~очек о периодом, не превосходящим ll.n, OJie.uyeт иа 

JleNllН 3.2. 0бЪе,1GtвеЯИе ПОJIУЧ8ВИНХ МИО.Z8С'fВ 80!'Ь '1'ребуемая ОК~ 
J 

реотвос!':ь. • . 
Обозиачим .цопОJ1Вевие. в ж2 к пос'!'рОеииой в Jieиte ~ .2 

"' окрествосttи мИожества Г буRВой к • Мяоzео-rво К .компакmо 
· и .по своему оnреде.пеИИI) оd.па.цае~ свойсttвами : 

К2 !) содержит в ОВ<?~й ввутренности вое nериодwчеспе 
lfO,.ut преобравования rQ. с периодом - п : · 

KQ 2) содера81' в своей ВJIY!'pe!DIOC!'И все коJЩе.вне !ОЧКll 
симме!'р.ичиых периодичесюа tраекторий TQ о периодом 2 n • . 
ве CO.ttepd'l' OCYSJIЪШIX lfOЧeK 8DX !'раектори.1; 

К{;}З) не содер:а! ки одиой периодичесаоl '!'очки · Tg с 

пер.водам меиь1118 п ; / 
KQ 4) ве пересеuе'fся .с (} Е g • 

. ". Нвsоием п-!'раепорвеl дu Т всякую nOCJioдoвa'l'eJIЬвocrrъ 

точ~к { %t , 6' i ~ п j из ~ ' д Е , ДJIЯ KO'ropol %l+s = . 
=· '!' %• , О ~ t <. n. -1 • Здесь п - ЦeJioe rroJIOD'!'e.IЬRoe ЧИСJIО. Бу-

дем ваэнв8'1'ь ~ n--.rpseпopD прос!'оl, ес.п JJ,ПЯ JШбнх иiut••co• 
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О ~ i. < j < п выполнено cJie~ee: z;, ':;: ~ и zi ~ ; z j • 
{ Инволютивное прео6разовавие о: ~--+- ~ определено в § I • ) 
Сопос'.1.'а:вим каждой п -траектории .помацую, соедишmцуто '!'ОЧКИ 

~i с; дО, О ~ i ~ n , ~i = (Жt, ei ) • Эта ломанаJJ изображает 
... 

отрезок траектории, 6ИЛJШардного шара в Q, • Условие прос'!'о-
~·s n-'l'paeir.l'opии оэнвчае'r, Ч'!'о указанная лоьшная не .имее81' ив . . 
одвоrо звена, проходимого более одного раза (6еэраэлично в ка-

ком нЗправленйиJ.-Точку ·z0 назовем начаJiьной точкой ri~:pseк-
iropии { :ч , О ~ i < п j. -· 

Построеrmое выше компа.к-rное мноitество К обладает еще од­

яиu свойством: 

К О 5) все n-траектории преобразования r~ , начал:ыше 
':{'ОЧКИ КО'l'ОрЫХ принадлежат к ' ЯВJIЯЮ!'СЯ прос'!'UМИ. 

Действительно, '.Гак как К не содержи-r периодичеоЮtх i'О­

че.в: с периодом меньше п , то для JШ6ой п -трае.к-rории { %i , 

О ~ i ~ п ) , ДJIЯ ко!орой :z0 Е К , z..i + z.'J. , если О 6 i < j 4' п • 
л ,,. " 

Равевс~во :ч = бZj о~начае-r, что "' zL+OJ= о ~J-0!. JJJIЯ вс.ех Ol 

кз интерFала (О, mtn{j,n-i-1~]. Ее.ли j+ i нечетное, то z"=- 6- zl>+J·, 
rде ~=(i+j-1) /-2, что проти~оре'tfИ1• свойству преобразования Т 

изменять первые компонеН'rы -rоче.к % Е ~ ' д ~ • Следователь-

но, j+t чеr110е й :tp = б ~~ Е r~ для ~= ( i+j)/ i1.. , 'l.e. ;z0 E 

Е т-~ Г 0 , что про-rив~ре'ЧИт определению множес~ва К ( ero до­
ПОJiнение содержит Г;= U~-/ r-k r0 ) • 

. При ма.лш: ше.ве.лениях о свойства KOI)~ кsа 5) NHO:EeC'f­

- ва К очевидно не нарушаются. Обозначим .символом Оп(К) _:r­
кpнsroe множество в~ 2 ~ • для всех точек Q -которого множ'!-~1'­
во 'Кс п обладает СВОЙС11'ВВМИ KQ I)- Kf;35). . .· 

· Пусть oeg : ~ g -+ д О - проеRЦИ.я, сопос-rаВJlЯЮща.я !'о-

чке (~е )€ :Eg первs- ЧJieH пары: точку :. Е дQ • / Kpa!BOO'.r:LJ) 
n-траек·rоl).ИИ { z1, О, i < n J . вазо}Эеu ~o.ilo 1с :... п - т , rде 
m - чиw10 раЗJIИчвш звачеаи.й, прин.имаемых Ш?медова'rе..пЬ11ОО'1'Ьl)/ 

acg ( zt,) , О - i ~ п • Будем назнвать n--rpaeк.~opn. З-иевн-
рожде1!!Iой, ее.пи ее .кра!'ность мешmе !'рех, JI 3-:внроzдеИяой в 

• • 
прот.ивн~ с..вучае. · 

Введем СJiедуюЩие оdозиачевия, в в:оl'орш:· К - компаRlfИОе 

миоаесrво: 
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n(3), ) 
'*- п l К - чвс-rь ·множес-rва f;1 п (К j , сосrо.mцая из всех 

О , 06.иаJ:ХSЮЩП свойс'l'вом: JШ6ая п-сrраек~орая преобразования 
т2 ;о. начаиьвой точкой из К 3-невырозrдева; 

Qn( К) - . часть множества 2~,( К) , состою.цая из всех 
Q, . удоВJiе-rвортацих условиям Q (п+1) !) , О (n+1)2) , 
Q (п+1) З) ; 

~;\К) - ·час-rь множества iп (К) , оосttо.ящая из в9ех 
~ , удо:в:1!е~ВОря1(11ЩХ условию Q(n+i) 4) • 

1 Лемма 27 ,Э, Множество О~)(К) o!кpir.ro в ПJiотно з Оп(К). 

1 · JiемМа 2?-,4, Мнааест:во ~п (К) откр~nо 11 ПJ101"'тно в Q~1(кJ. 
~ ""'' f Лемма 27 .5, Мно.жесi'во Оп (К) открыто и пло'!'но в .2п(К). 

_ Эти ~еммн 6y}.f3'f доказаны в слАю-пцп параграфах. . 
_ Воз:ьмем :в хачес~-ве gn+t объединение всевозможных. мяо-

• аес'!'В ап (к) • ОЧеви.цяо, Ч'l'О оп+! O'l'Rp.bl'l'O .и ПJIOTHO в ~ п ~ 
Все o6JJ:acп Q из &},n+t .являются (п+1)-RВазио6щ.ими. _ 

. . 

§ 28. Доказательство леммы 27.Зе 
~ 

Приведение n-тpa~xrop.иl 

" в общее пможение 

Пусть А =' { !1t, f>, у •. ~. ) - а-Щрави-r, состоЯll(.Ий из доста­
!'очио 6'0JIЬUioro числа· букв.Сопоставим n--rраектори.и { xi., О , 
.~ i < n) С:Пово, состоящее из п 6укв, вз.fГl'НХ из А , по СJiедую­
щему праmшу: ее.пи ~,2 ( xi) = ое62 ( z.j) , • !'О на i-м -~ j-;м . мес­
тах C'l'O.R!r одинако~ы.~ буквы, в противном с.nучае разные. Qeitoz -
дествим CJioвa, раЗJIИчающиеся перес1'ановкой буRВ в аJiфавите.Пр11 

э-rом соr.пашении CJIOВO определяе'l'ся no 11-i'раекюр~ QЦНознач~ 
. . . . \ . ' 

во. Бпtем rовори-r:ь. Ч!'О э!'о CJioвo Иэображае!' даявую п-траек-' . !орJШ. Кра!'иость rt-'fpaeк-ropии пoJIИoci-ЬJ> О!1Ределяется по изоd-

рааающему, ее .слову. Поэтому бу:цеu говорить о краrвосtи CJIO~, 

пои.вмая под э~-:им )азиооn меаду ДJJ.Иной CJioвa • ЧИCJIOll развнх 
d11t:В в Я&I(. . . 

Сформупруем оrраничения~- ко81'орН11 до..аны r.noвJienopmъ 
сжова, ввоораааnцие прос!'ые п -'l'рае.к!'ораи: . 
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I)- ие дОJJЖИЫ с!'оmь рядом две оДИИ8Rовне .бухвu, 

2) никакая пара рядом с!'о.ящих бук:в ке допzва всtrречаться 

в 0J1ове CSOJiee одяоrо раза (две пари считатQ11 совпадапцими,ес­
.ц ояи ра:вян как иеупорядоченвне пари, т .• е. порядок СJiедования 
букв в паре ве lП'pSei' pou) • • 

Использу.fl Эi'И оrравичевия, ~i'J>y.цRO до.каза81'Ь СJiедующую 

лewq. перечиОJI.Яl)IЦ)'I) все м-ова, яэобрахаJ)ЩИе .проо!'ве n--.rpaeк-. . 
!!ори О МSJПВ m • 

л:е.а 33,I, С rочносi':ью .no переотавовои букв в &JIРавие 

все. CJioвa, изо6раааuцие просi'не n-!'рае.кrории с т = ! 1 2,З,4, 
Iq)8ведевн в !'аб.х. I. 

Таб.ии11аI 
• ! 

' 

т Слово k 

1 Ot , ' 
~ о 

~ ot" 1 

1 

о 

3 Ol"}' 
4 о 

ot ~ yoi 1 ' 

4 at~yO' о 

a~yatd', or.~yd'oi, Ol.~ y<t~ 1 
at~y~8", ot~yoictiy, Olf>yd'oiy .2 

С ж е .ц -Q '1' в и е. Дпя З-:в.ырож.цеввой прреrой n-!'раек­

'1'орп п ~ в. ". 
Деlо!'ВПМЬВО, .1tПЯ 81акой n-'rpaeиюpu m ~ 5, СJiе.цова­

ttмъио, n= k +т ~ k+S ;it 8. 
;Будем . 88ПИСЬ1В8!'Ь CJIOВ& В зиде "проиэведеЮЦI" fi~=~ ai , 

at Е"А • ФparlleJl!'OМ елова П~-=-~ ai В8ЗОВ811 WIOBO П~~t Clt , rде 
/ 0-s t0,t1~ п. Редуцироваивнм фparмelli'oм (р.ф.) uз&ве11 сжовО, 
п~еся ив веко!!ороrо фparuell!'a ,1tВНВоrо CJio:вa пrrе•.вн­

чераваив.я веао~-ормх буи.в.из чвс.аа ВXQ1tЯIQВX во фраrмеН! !'ОIЫСО 

одвв раз. Фpai'Jlen, из .кoNporo иичеrо не·внчеJ&ВJ'!'О, '!'аае 

CSJ.1t81 118811В8~Ъ р.ф. . 

1 
1 



~-а аз.2. Во.яхое CJIOBO, изобраzащее прос\11) З-:внроа­

J(8ВЯID n~ae.It!'opвt оd.яза!'е.пьво содержи': хоrя 6ы одп р~ф. 

Iis ~аб.1.2. 

д о .к ·а з а lf е JI ь с !' в о. Махс.~ально· редуцироваВИ111 

фра111еmом (м.р,ф.) вазовеu ре.Цуцировашmй фpa:rueЯ'l', в 1tO'!'O­

pC11 ие-.r ви одной dyxвu, :входящей тOJIЫto одия раз. Очевидно, 

Ч'1'О встtое CJioвo, изображающее 3-:внрожденвую п-~аеП'орию, 

содержи~ м.р.ф. кратвосrи з. Все u.р.ф. кратяосеrи З :внписанн 

в КОJЩе ДОIСSЗ8Те.IЬСТВЗ .пеммн. Их 26 Ш'lух.Похааем, как ИЗ"ЭlfО-
-ro списиа получить таd.1.2. Фраrме~, вхо;цmциl ~ 0J1ово, изоб­

р~ее прос~ п -\'рае!t!'орию, дап.жен подчиwrrъся усJ.Iоиияк 

I) И 2), оформулированиьu в начале параrрафа. Пo&!'<llY CJioвo, 
. - / 

иэоdрааапц~ прос8178 3-не:вщюжденвую n-!'раепоро, ваес!'е с 

пекморнм м.р.ф. ив иuеприведенноrо спи01tа ;цОJ11ШО со.цержа-rь 

бо.пее по.в:ввй р.ф.,из кoroporo данннй м.р.ф. по.иучаетс.я :внчер­

киваиие11.всех симво..пов, вс1rреЧаоцихся ~ольхо ОJО!И раз. Спосо­
бов восс~аuоВJiеиия вычерк~ых СJП&ВОJiов несколъко. Из всевоs­

uоаЮ1Х !'аких восо-rановпеВИЙ мы вuбрш минимаnинй ваdор, оd­

Jiа.цавций своtrrвом: eCJIИ слово, иsоСSраиепце~ npoo!'YJ) n-t'p._. 
еи!'ор&, coдepulf .цаВННI м.р.ф., -.ro оно содерu~ один из р.ф. 
давиоrо llllHиuSJiънoro набора.· Тах по.цу чается 81'абл. 2. дJiя . СDt­
вмов, входящих СSмее одиоrо раза,· мн испаnзоиВJПI бу.квн ait 

" ~, 1 , JXJШ с.ИМВО.Пов._ :входящих !'о.пько один раз. - СSухвн . О', s, 
µ. Приведем описок м.р.ф. кр~тиос!'И Э (цифрн в о.коdках ука­
ЭВ:ВQ!' число CJioв в минимаJIЬВсu наборе., входя11tем в ~аб.1. 2) :i 

m==3 

a.oiaia(1),· 

0t oiat ~ ~( 1), Olat J>or iЬ ( 3), 

а ~ ~ ~ai ( 1), oi J> а 0t ~ ( ~ >, 
<1if»Otf>OI (4), C»~"otoi (.2), 

ага'~~ (1), Ot~Ot~~ (3}, 
Ol ~fJOt~ (3), Q~~oi (~), 

• 1 

a&a&f>~yy(t), at0l.~Y~1(3)i Ol~~'VY\Ь(~), 
at~oi~yy(3), OllЬ01V~Y(Jt), О!~ауу\О(~),. 
at ~t> ai уу (.2), ~~~уа у (:2), ~ t~yya ( 1), 

1'11 , 



Т а d JI и ц а 2 

N р.ф. 
Точки де-

.N if ОЧКИ - де.-
П/П формации П/П 

р.ф. 
формации 

1 <X~Q SOt i-J-OI 
' - д, ё,~ 3.lf е1~~е~~'У 1-1-У d', е, µ -

R. 0t60!SC.V~f.-t~ ~,ё, µ 35" сх в~~ у е.~'У 8, -~8 
3 0td«e"µdt~ д,s,,.... 3G Old'~aiy~e у ~' 1 te 
4 а О'а~ е а 1-J- ~ ~' е, i.t 3? ()t fJd'at у t: ~у" д, 1,s 
5 ~ б ()L е f>et t1 {С О',е., f-.L 58 Olf>d0ty ~ Е у д, у,€ 

6 ot&~€~f-J-~Ol tЗ, е., f.J- 39 ~tt~oay€y~ (t,~,e 

7 at&a~e~ ra-~ <t' s, t1 JtO 0t ~d'oi уе у~ р, tt, 6 

g анt ~ е. et f-L oi ~ O',s, 1..1. ~1 oнr~s ~а у 1-1 у ct, Е, t-J. 

9 Ct.O'~OI €0! f-L~ cr, е, µ 42 (\', ~s~ во~ уµ, У. О', е,..., 

~о ot ~ ~ О1 е. Ol, J--t. ~ ~' s., f-1- 43 Ol ~ '"'~yoa..s. у 4; у,е 
11 a<t~~s~µa d',в,1-1 44 . oi~O'~y е oi.y ~ ~' y,s 
11 cv 6'~~eet f-1- ~oi 8,s,,_.., JtS ci~d'~ye уа ь, 1 ,s 
13 Ot ~ 6'0t б ~ JJ-Ot &, s., ra. 46 tt~~eya.~y· ~d',s,y -
14 0t<t~ 6 Ol. ~ f-1.C& . d',s,,_.. lf 1 atd'p уа ~Е у <t, у,е . 
15 ~Ol <t~ е ~or µ °' . d', Е.,, µ. . 48 OL(Ъ~)'Ot€ ~'У tt, 'У, е .. 
18 a~ct~Ea,_.iot -~, е_,µ 49 et~1ad'~e у у, ~,,е 
11 онtО1~е~ i-t (Ь ct, €, 1--1 $0 aitъd'ye Ol у~ ~'О', е 
18 oi.d'~oie~µ.~ ,• ~,s;µ . 51 oi~dyasy" f!t, d', е ---
19 ~~~a&J:tf-l~ О', s, ,_.i St at~yd'aye~ ~' 6', е -
20 oi ctv. в°'" 1-.t ё d',ё,f.t 5'3 or. ~уа. 6'1 Е. ~ ~' 1', 6 

·21 О1 ctgч f.i °'~ О', е' tL , 5 .tt ~cr~er~oiy - ~,е,у 
2.2 OtfJ ~ее&µ~ <t, е, µ 55 att"y s ~at у <t, 1 ,е 
.23 acJ~s~µ~ ct, €' 1-1 56 ot~<.ty ~ SOl.y tt, ~,ё 
2.4 oнr~e~µf'Ot d,s,µ 5? at~ycr~eoiy "f,~,E 
~5 or.~Bte~fL°' t, s.tµ 58 ot ~d''Y ~!'У~ <t,')',~ 

26 ar"oe~s~yµy 8, б, µ. 59 oi~y~~e 1at ~ ~,~,е 

. 27 adoi~ey~µy 0-, s.t fL 60 . a~"ys~yci ~, ct,e 
28 oi<ta~ys~µy . ~cr, е., f-L 61 oi~ytty<Xe ~ ~'- ~,е 
19 ~d'ettET ,_..".., ...... ct' е.,,..... 61 . citt~ye. уа~ . ~,~,~ 
30 ~et~eyµ.y~ ",€, µ 63 oi,~,eyµoi «t, е, 1-1-
31 0&<tor.f1•11wL~ . "-tt,€,µ 61+ a~yct1e~µoi ct,s,µ. 
31 oнt~ae~ff-'Y . tt, s, f-L . вs (\! c.t~e уµ у ~Ol ~,6,IJ-
33 ai~ct<1e~1f.A-Y • tt,6,J-1 е-6 оа ct~y е 1' fA ~аа tt, е, f.L 
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• 
CtJ>1~~'Y (.tt), OL~yayrp (.tt); 0t~y~ay(4), 

~~1'~Yat (3), Olf.>'Y'Y~ ~ (2), Cl~)''}'\ЪOI ( )f-}_. 8 

Назоявм вхождением G.Педуrощую пару: 'р.ф. из там.2 .и под­
множес~во множества { 1, .2, ..• , п 1 , с чисJiом элемеН'!'о:В, 
равннм, длине р.ф. Будем rоворпь, что слово длиной п coдepu'l' 

данное вхождение, Е?tЩИ noCJie вычеркивания из с.лова всех сmшо­
.лов, стоящих на местах, номера которых не в.xomrr в подмножеС'f-

во вхождения, у вас прлучится р"ф. вхоцения.Пусть CJt - вхож­

де~е. (Х)означим сим:волом О~(К) совокупнос!'ь всех o.6Jlac­
~eй из .2 п ( К) , обладающих свойсsrвом: слово вqµКой п -тра~к-
тории преооразоваIШя Т 0 , начинзпцейся в К , не содера.п 
щождеIDШ 0i • 

• , Jiемма ~"з. МнОJ1ество Q~(K) - о-rкр!:lТо и- П.1!отио в Qn(K). 

В сиху rrверждения лемм1( 28. 2 2С:>с к.>=, f\ vz. ~: (к). 
Поэтому rrверждение Л€ММН 27. з следуе't' иэ JiC№W 28. з. 

СформуJIИруем локалънНЙ вариаН'l' леммы ~.з. • 
Лемма ~.4, Д,ля лю6ой пары ( t2 0 , z0 ) Е Оп( К) х К 

СУЩест~уют открытая окрестность И :rочки Q0 в Qn(.К) и к~-· 
па~ная окрес'11ност ь V точки z0 в П , такие, что шtОЕесrво 

U' всех о6лас'1'ей ИЗ U, 06.ладаюЩИХ СВОЙСТВОМ '"CJIOOO ВСЩ<ОЙ 
n -~rрае1\тории , начальная точка, RO'f opoй rrрина.ЦЛеюrr К 11 V , не 
содержит ai ", O'l'Kpl:Гl'o и плотно в U ~ 

Докажем, что утверцение леммы 28. З CJieдye'l' из леммьт 28.4. 
Множес'fво 'к моЮI'6 пощ)Ш'ъ конечным чиСлсм rаш окрес!'Иос'l'ей 
vi , о ко-rорых гов·чtlРrся в лeJ.life аз.4. Рассмотрим пересечепе 

U = ni Ui ," _ _'соотве'l'С81'В~ окре~ТН(,)С'i'ей f?бJiaCi'И &!о 'в ~n(K). 
Множество U' всех о6лас'l\ей из V , о6ла.nающих свойсеr~м "с.10-

:во всяко~ n-тра~ктории, начаЛъная !'очка коrорой прина.Цлеu-r · -к . не соде р; 11 ·r и~ "t ЯВ.Л'яd'!'СЯ О'l'Крl:ГJ.'ЫМ и IUIO'!'НlВI в и JtaK 
"""" 

пересечение конечного ~-шс~ открЫ'!'ы:х и ПJIO'l'~ в U мнааесn. 

Так .к~ о6ъединан.Ие всех U для ~сзвозмсжнш 2 0 е(,~Ь grt( К) '. ,< ~ t 
то ооъед:инение Сс'о'l·оот(:твvющиi U ес-rь множес-rво О. ( К' , 

~ !L 
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.которое соотве·rственно открН'!'ое и ПJiотиое в Оп (К) • Ос'!'алось 
ДQКSЗ8'1'Ь ле~ ~.4. 

Пусrъ 0 0 EQn(KJ, z0 €K • 1'ассмо!'рям n-траек-rорию 
{ Т ~о .z0 , О' i < п } • В силу свойсс.rва КО0 5) она про~ 
'fая. &J1И слово, изображвпцее ее, не соде~т Ot , '!'о !tековн-

1111 бY1I:f'l' слова дл~ всех n-!'раек'!'орий { T~z, О ~ i. <: пJ, ec-
JIJi о6лас'l'ь &! достаточно 6.1Df зка к области 0 0 , !'очка :t до­
С'fа'rоч:но бт!эка х \'очке 2 0 , что следуе!' Из непрернвносlfи т ~ % 

и ~Q(.i) как фу~ция пары (.Q, %) • В этом CJJYЧSe дос!'а!'очно 

llSJIH9 окрестности И • V -rочек 00 и z0 об.ладам требуемыми 
в .иемме свойсnами, причем U' ==.и • 

Пусrь n-:-!'f)aeJC!'op.U { Т J
0 

.z0 , О ' i < п } . таJtова, что 
слово, ее изображающее, c().l{epжиtt at • JIJiя далънейmих .аос~ое­

кий ПО81'ребуе'l'СЯ ИзrDJ!'S в.ояяие МЗJIНХ Дефо]W8ЦИЙ о0J18С!'И на 

поведение n.-траех1'ории. Опиmем деформацию oOJ!aot.s Q , коrо­

рую будеu назнва!'ь мемеШ'ариой деформацие:Р. в 'l'очке 2i* Е д.Q. 
Для э'!'оrо введем :в 01tрее81'ности а* де.сtар8lову cиcretn коорJ(Виа!' 
(ж, у) , помес7в начало в точку ае* и направив ось ~ по uоа-

4!.'еJtЬной К оО В ПOJIOП'l'eJIЪHOМ иsправ.леюш, а ОСЬ у ~О нор­
ма.ли IUfy'!'pЬ с2 • Назовем ·эту коордииатЦVВJ с.и_С'!'еМJ ес'!'еоt-иеи­

яой :в. о.крестносi'И !'ОЧКИ ~* • Пусть уравнение rраницн в астест­
вевяой ItОорДИIШ!ИОЙ C:iC'J.•eмe в Oltp8CIJ.'И(\Q'fИ 'J:ОЧRИ ж* ямее-r -ВИJt 

у= у0 ( ~) • Элементарной дефОрдадией 06.лас!'и 2 в '!'оч.Rе •* 
dудем назнвать' семейство обласt-ей Ол , л.:... < .л 1 , .л.1 ) € Rя, о•­
J1ИЧ81)1Ц1!ХСЯ 041'. О '!'ем, что уравиение rрзиицн dQ в окреотносrи 
а* замевяе'l'ся иа y=y0 (~J+(.Л.1 +л,i.r) X(.rJ , rде t - rл8дkая 
сре~авцая фуикцм, равная яу~ пе не.которой .11осrа'1'очио NaJlol 
o.кpec'fJIOCS !'-01UDI G, и раввая tozдec-rвe1mo I в дР"'rой окрес'l'- . 
ВОС!• !0'1111 о. Ec.r.t Л JХОО!'а!'ОЧЯО мuо, то Ол - DНIIY1tl8Я 
odlactь. При ll8JJНX А oбlacu О .л 'близu к Q. 13 еrоnолоrви 

про~ямва 2. 
P&CCllO!'j)Jlll npoc'!JI) . n-!'раеnо.Рию { :ч t о~ i< п t иреоб-· 

р88088ВU f 2 • ЦfО'fЬ { Zt{..\), 0' i < nJ ·n-траеиор~ 
иреобраэов&В111 т2А., аачияаац~яся с -ro~ ае T!>1tt01. '1'. е. 20 ( л) = 
~z0• Рассмоtр•. в окрес!'ВОС'lИ =ч кoopJJIПl8'l'lfYIJ сисrему (HC:tti} , 
у) • rде ае t = 2Q ( zi ) • Введение координа~ позвол.яеlf.' о6ращаn-

I?4 



ся с 1'ОЧК8МJI, как с век!'орвми. обозначим CIOIВOJION Ii множест­
во всех цел!Х • j е] О, i ] , · ·ДJIЯ ко'l'орнх i, j = ~ * . БУдем счи­
тать, Ч'l'О носиель х содерu'fся в доС81'аточио малой окрестнос-

'fИ О, Ч'!'Обн д~рмация не за'l'раrивала ~очек :Jej .1t.71Я j, I i ·• 

JieJF.a 33,5. При оrшсанннх вшпе ус.nови.ях -. 
z~ (Л) = zi+ ~jEI, dT!i2.t-j(zj)D( 2j) .л +О( А .t). (28.1) 

1 

(а3.~} Здесь ~(z) =(_ 2 гc:gD ~), , 
(> - радиус .кривизны дО В -rочке ж*, ~ - координа'l'а !'ОЧП 
Жj в координатной системе (s, t) в Е 2 • 

t • ' ' · д о .к а з а '!'' е л ь с -r в о. Изuеиение ~rочки .Zt под дей-

ствием дефо111аци.и происходит из-за влияяая изменения грашщн 

яа 'fОЧКИ %J, jeI i • Peзyntta~ одного ;raitoro ВJ1ИЛВВЯ в .uвей­
нс.1 ПО Л при6.лЮlеЯЦ Jierкo ВНЧИСJIИ!f'Ъ (рис. 19). ПусtЬ i Е Т i • 

Рис.19. Всп<l\lогате.льцне nос!})оения к доказа­
'!'е.лъс~rву леММi;I 28'. 5. _ 

z. = :JC* 
t ' 

Ж.л - !'очка с коордвнаlfами (О, .л 1 ) • Расаштр1вая 

_Л-rJ. х* ..4 , по.лучаем, что t ~~\А 1 = л cos&. По Закону О!'рUВ-
ивя 

( 33.З) 



· Поэтому координата _Н.(жi) точки ;ч(.л.)с точностью до величин 
nорю.tКЗ А .i равна - 2 .л cos f1 • Изменение координаты ер в ре­
зу"Jiьтате деформвци.и равно' удвоенному изменению направления 

норма.ли к dQл :в точке отражения. В точке :Jе.л. нормаль повсра-
чи:вается на уrм, равный arc .tg .?t.~ • Сдвиг в точку де1йстви-
rмъного О*.Гра· :ения С дает допсы1ните.лЬное иэменение угла нВR­

лом HOpMaJIИ -р-1 ctg "'· ..t1 + 0(.Л'-). .В ИТОГе вклад O'il' .Цеф0р­
М0ЦИИ в точке ж*, соответствующий xi ,равен D(ii) л_+ 0-( ~.2) • 

Для трrо чтобы учесть :в.пяние на Zz. действия деформации но 

другие !ОЧКИ zj, j € Ii , j -:f i , надо ~Il!'сать аналоrиЧШ:lе выра-
жения ддя· ЭТУIХ точек и примею1тъ Т 21.,- J • . Вычисление линейной 
части -дает (28. !) • •11, · . , 

r а. • f 

Для внчи~..лений: удо6но переписать матриr.ui d1' t-J<:t..i> в ко-
ординатной сиотеме (s1 i>) в пространстве ~g • Обозначим со-
отве_тотвуuцив матрицы символами Taiaj • Здесь П~~1 

ai - слово~ 
изобраа~tmtее рассматриваемую п--rрэекторию. Ее.ли одна и та же 

пара .. оукЕ изо.бражает две раз.н.ые пары ~оч~к п -траектории~ то, 

чтобн раSЛВЧdtЬ матрицы, соответствующие /этим пар011., сJ:lабдим 
. . 

буквы, входяпutе второй раз, Ш'!'рвхом, третий раз - двумя_Шi'ри-

хам.и .и т.д. ИЗ формулы (I.5) следует, чrt 
" • 1 . 

Та.;.а/= B(%t,)dT t-;(%j)B7 (:l.J) ~ -
( 28 .4) 

.В(ж) =( ~. ~)\ . 
. , - pstni 

Введем векrор дефо~:мвции .u=B( %.t
0

) D ( :zio) .л. , rде i 0 E 

. ГДР. ( 28. 5) 

elt • В эrих о6озяачеяи.ях удобно вкрsзиrь изменение координа'!'ы 

s • Будем отсчитыв8'1'ь коорnиату $ от rочки xsa ( :ч,) , если 
.i ~ I i·,' s. JI О'1' !ОЧКИ •.а. , ец-и te r, IJ в CJI8ДVDIЦИX /;шже форму­
.JIВХ cJDПIOJI СЬ }

1 
обозначаоr первую .компоиэw.rу ~век-r·ора Ь . 

Jl§J!!! ~~§а. Еслв t f I i , iro с '!'очиосты> до О (.Л.2) 
. '/ ) 

8(=ti( л)) а, .~ 1'aia' ~io u " 
\JEli . J 1 

(213.6) 

ЕrАв t Е 1" , ro о td'~ocrъю до о(.л2) 

$( .&t (~.)) ; ( ~ Га ·1t· i)•o u + ; piio u) . 
' . jEli \ ( i ~ 1 'J· . 1 

. (2А.7) 
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· Здесь Pjio r= B(%j)D(.1JJ[ B(:ii
0

) D(•io)J-1 
= 

( 

ctg&(.a:J) ) 
= cta :(2&о) : . • . 

<аз.в> 

д о .к а э а т е л ь с r в о. ФoI14YJia ( 28. 6) CJieJJle!' из 
( 2В. 1). Для пмучения ( 33. 7) нвдо f'1ВC11'l>, ttro в ому рввенсеrва 
( 2Я. з} коор.пииаrа Н (,,,,_, '!'очки .ti(.A.) вдвое wея:ьmе кооряи­
ивт.ы Ж•*) а11ой тоqки. 11 

ПоС!'роим деформацию области 0 0 , применив i'ри элемеШ!ар­

;mе деформацив в точках ВИД8 •g ( z,' • В та6л. 2 в rрафе "тQЧКИ 
дефорМацмм• уавзвнн три cJJ'МIIOJCS .~ сомветоtвупцие rочкэм oegj.~,)€ 
Е oQ0 , в К01lopux М11 произведем злеuеnтарные .цефо1&4аnии. 
Сле,цоваttельио, сово~qпиая деф<>р)lацяя облаоt'и dу..,т эавиоеtъ от 

meotи перSМе'fрО:В ( .А 1 ' л .t ' • • 4 • л, ) = .л Е R' • нас (jyдe'f 
иН!&реооветь поведеЮlе тоttек %1 , о!веч&ЮЩIХ вхо..деяи.ям в ре­

дуцироВВНШll фраrмем 01. dyxit Ot, t\ и f • ВоЗМОIШI tри CJI'f-
чaя: !) Ctp =а, =s Ol, р ,(., .,. -=i'l.~.J- ~ t "~ k' а, ==ат=: r; 
l:<-mi 2) ар=а"=а"•а, Р4Г.9"-", a~=Ri= ~t k~l 1 ·З) ap=ti,= 
== а"=- а.•= Of, p-ctf. q 4 "4. 1t, и OJ!fЧd, оr-вчащ~tеся o'I.' nepe-· . 
числеикнх . .аерестановкоt букв 01, р • 1 • Pac~'l'pn moбpaae­
ue л ,_... у(Л) • у(.лJ•{111 (А), ff,a(A}. Y.1(.tJJ6fR , rде 

Y1(A)•l(•q(~J' - l(fp(Л)), 

у1(Л) =а l(Jt. r(А))-8(2л-(Л)), · 1. 
g3(Л)• l(lt (А))-l{:&т(Л))t 

в CJl)"Шe I), 

1'.s(J.)• .f(.t"(.t)-8(.t,-( ... tJ), t . 1J ~ 2), 
у3(А)• .t{z_.(.Al-1(.a1(л)i J 
!1.а (.А)'* $(&"(Ai-1(.r,(ЛJ), t в CJl11lll8 З) • 
~з (.А.)• 8(11:(А))-1(2р(Л)). J 

Пр• мав:нх л равеисtве у(А)~О эunuеитяо тому,чt'о с.110-
во n-еrраепории ( 1;. ( J.), О ' i .с " } o·OJtepu!' вхаuепе <h.~" 

1 
· Jleм щ,z. Равr o1'ot1p-.RIЬI Jl(Л) в точке Л=О р&РР~ 

трем. 
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д о к а з а ~ е л ь с ~ в о. Н~о вШIИоать 66 маrрв:ц 

dy( О) ' COOl'B81'Ct'~ всем р.ф. JIЗ !'аd.п.2,• убедв!'ЪСЯ в том, 
что п: раИР.и раввн з. Orp8ЯllЧJllCJ! расам~реивем пти примеров 

ДJJ.Я с.иов с вомера• 23, 61, 58t 43, 56. 
' . 

1 23. Ot.~~e~a J..L~. . Точки деформации д, е., ~. 060-
звачим coot'вercDiDЦВe веК'lорн дефор.1ацu символами u1 , uE, 
u...,. Вwчис.пu Yt (А.) , L== 1, .2, J • Соrмсио форuµе ( 28 .6) с 
'l'OЧИoctbl) ж_о велвчвн порядка J.1. 

У1::::: ( ra.'IUI +f'Ol'E U~ )1 ' 

(а3.9) 

у3 :: ( т ~"ct u ct + т~"s u1 +т"" u - т ftduct\. 
~ #А 6 

Введем ве.кi'ор а = ( а1 , a..i, ... , а6 ) е R , полоаив (а1 , a.t) = 

= Т Ol'tl u1 + Т °''Е ue, (а3 , a.lf-) = 'Г ,.,, u 1 , (а3, а6 ) = т~"~ uf-1 • 
Ммрица пяеЙИОrо преобразования (а 1 , а~, . .. , а,).-.... ( у1 , YJ, у3 >,. 
задаваемоrо формуJiаNИ ( 2В. 9) , имеет вид 

1 о о о о о 

( Tt'oi' )11 ( Т ~'Of' )12 J - 1 О О О 

о 1 о 

Здесь с•во.1ом (f >i1t обозначен ЭJiемеп М8'1'РИIШ Т • стоmций 
ва пересечеНР i-1 C!fPOIOI 11 k -ro crOJ1Qцa. Внчеркивая с!'ОJI6-
цн с иомерама 2 1 4,6, получаем З>'З ма1'рицу с onpeдeJiil1t'eлeм,paв-
Wlil -1 • 

.1 61. Ol ~'У cty ~ е ~. Точки .п:"е<tормации ~, ~, е • Со-
rасво фopi1yJ1&11 (aJ.6) и (28.7) с ТОЧИОС!'Ш ,1{0 БеJIИЧИН порядка 
O(AIJ 

У1 ~ ( f'at,~ U. + Та,4 U4)1 t 

YR. ~ ( т~," u~ +т",8 u1 + т ''а: u1 + Pu.- u~ ) 1 , 

у3 ~ ( Т1,~ u" +Т114 U<f -Т 1, U~) 1 • 

Па1опм (а 1 • a_i) = т,,, vlt +т1,cruct, (a~,a.tt>= т~,Еuе. t (а5 ,ав)=u~. 
M&tp.11.Itt прео6разова1111Я а t--+ у имее'l' вц 
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( та'у' )1t ( ~,,,)1!. о о о о 

( Т ",,,, >н (Т~'11 >11 1 о 
ctg~", 

-1 о 
ctg 3-~ 

1 о о о -(т,r>)н --(т,~ >а 

Ооозвачвм c8IВOJIOJI (i,k,l) oпpeneJD1-reJIЪ ма~рицн nopЯJUta 

ЗхЗ; ПОJ17Ченво1 .из Зхб 118!'рJЩН внчерuввнвем С!'01Iбцов с номе­
рами i, k, i. JLия pac~a'fpJfВSeмol матрицн 

( .2,.lf., &) = - ( Tat'T' )11 (Ту"} 11 ' 

( 2, 'f.,S)= -·( То'1' >н { 'Г У~) 1.t • 

EOJIИ ( т ei'y') 11 = о , . '10 ( rO'f') tt +о ' -ru а.к oпpeдeJllt\'eJIЬ 
маrрица т.,1, ие равен Q'.llJ в cuy oбpa'l'.llМOettИ иреобраво:ваш 

TQ ,• Точао tвк ае •OJ1a (r,~)1t • (r yt)tt не равны НJJIIO 
одновремевво. Пов!'сwу ОДIН tls.ВlmllcaЯIDll опред&J1Пе.1еl o-rJI.И-

чек о~ цru. 
•.a,.._, 

1 fВ. oi ~ cf у~ е у oi • Точп де(IОJ*ации <t, 1, е- • 
Используя внmеприведеяsне обоsначепя, 81еем 

У1 ~(Tat'I uct +T°''fuf + roi'eua + rtv'y'Puy )1' 

У1. ~ ( r",1u1 + r~.,u, >., 
у1~(Т1,1u1+т1,,u~+т,,, ue- т,1 u4 + t (P-Id) ~У) 1 • 

Ма'l'рица преобразования а ._... у , rде 1 

(а1 , а2 ) == ror,1 u1 + r ctf',u" + 7'41 ,Е u1 +т",,,Рv1 , 

( а. 31 a 4J= 'l'f>,4 u4 + r~,, u1 , (c:tr, а,)== u1 , 

о о о о о 

о о t о о о 

( т ,,а, )tt ( т ,", >12 -(7'"' )ц -( т"' ~t -н-:::;- f) (j 

Ввчер.uвая С!'оаdцв с вомер&18_2,4,6, DO.IJ'8• •'-'PИI!J с опре­

делпелем, }J8JJlll8 -(1/2)(ctgf,,1ei,'-,-~. ЗJleCJt t7 • f1, -

Г.9 
·. 



звачеии.я координатн -3-( zi} .ц.ия 'fочек 2 У и ж. 1' - n-траектории, 
еоо'fве~сt:еупцих перво:му и вrорому вхождешm символа 1 в рас­

СМВ fРИВВемнй м.р.ф. Так как zт;:. ~1' (в си.иу свойотва КQ0З) 
в К н~-r nериодJчес.ких точек Тьа с перИодом меньше n), 
ZSi!D ( ~ 1 ) = •g.

0
( "Z.'t'), '!'о ~f 4= •,, ~ Поэ'l'Ому опреде.ли'!'е.'IЬ 

отJШч.ен 01r цуля. . 
1 43" °'~.<t~)'Ot е f • Точки дефо~ции В,' 'У, в.; 

Уа ~•ч f yl U4 +fr''I' u" +Т,,е ui -Т74 u4+i(P-Id)ttt' )1 , 

(а1, a:i)==Tec'& V4 + Г"''V u1 , ( а:3 , aJt) =- r 1''i Uf., ( а5 , а е )==Uy, 

1 о о о о о 

( r",а,)н ( f ~'Ol') it о с -lT•'i)н -ст",,)11 

(Т у'а' -r v«' >н < r f'<X' -r ,~, \.i 1 о _!_etg\. ) о 1 et· ~ + 1 
i f 

( 2 t 4 , 5) = { т ~' if ) ~t ~ 
( 2 J 4 • 6) ;:: ( т t' t' ) н 

не равны нулю одновремеIШо. 

» 5S • .Ol ~ tt т ~ s at у • Точкu деформации 4 t 'V , е ; 

у1 et( Tor:'<t UI +Та''У u1 +ft\''E VE ) 1 , 

V.t = ( Т~,4 u" + Т t't' u1 ), 
~( 1 . Уз= т t'd u4 +т1'1"1 +ry'e ьf -· т 11+7(Р- Id) u,,. )1' 

(а 1 , а.:?.) =T~,d u ,:r +~1-у u1 + ~°''е ui, (а3,~4 ) = Т JJ 1 u1 ~Т~,, v 1 , (as,a,)=t)Y' 

1 

о 

о 

о 

о 

1 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

( rr,,~, )11 ( т).i'- \:z --(Ту"'>н ---(f r~')a .!(ctgt,, + 1) О . 
t ctgt, , 

( 2, 4 ~ 6} ,'°' ( 1, '.i J( etg ~ 1" 1 сt~~1н)'+ О , '1'8К как р~~енство нулю оз­
на qало otJ1 чт~ -Ь'i;:;:-:'1t --1'1,, т .е. б :i 1=х1 , ч«rо иск­
№че~~с1 i~ . смду j'C.JiOBИJI ко 5). 
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Мн привели тиn.ичны:е примеры.Все сста.л:ьнне СJ!уЧаи рассмат­
риваются аналоrично. • 

Завершим до.ка~ате.rц,ство леммы 28.4. Мы рассматривали 
п -тр~е~сторию { Т ~о z0 , О ~ i < nJ , таRую, что слово, ее 
изображающее, содержит Oi • Распространим построеННую в.шпе де­
формащw Оо,л области 2.о на близкие R sao 06.ласти .2 " JI,л.я 
это.rо Босполъзуемся теми же_ формулами. Ее.ли точки приложеШiя 
элементарных деформаций ,11J[Я: деформашш Q

0
, л суть 

жsг0(Т ~~ z0 ), s =1,2,1, i.s - миюшалыше нс:14ера с этим сiюйст­
вом, принадлежащие nодмножесi':ву .из вхож.цени.я Ot , 1!0 :в качест­

ве точек приложения эл~ментарвнх .~:еформаций для обJlасти О 

возьмем точки z 2 ( 'Г;: z 0 ) • ПостроеfШУЮ деформацию области 
&а будем обозначать символом О .л • Теми же формулами опреДе­
ли.м отооражеНJJя. анв..11оrИЧШi1е отображению у(~) • Заменим в этих 

формулах ТОЧКУ % о 6J.шЭRОЙ k Ней 'fОЧRОЙ Z е Для ПОJiуЧе:НИОrО 

о'!'о6раиеп.яя примем оdозна~ние Ygtж (.л) • 

, З а м е ч а н ·и е I. ФувкЦия-. Ysг,z и проиэво.ЦНЪiе по .,,, за­
висят иепрерu:вно от соВОRУПВОС~И .аере~нв.нх: Q, х , л. • 

З а м е ч а и и е 2. Равеисnо Yg, ж ( .л) = о ~ививалеяr:-
во тому, · -.r.ro OJIC?BO, изоdражаоцее n-!'~екrrорию { Т Q. .t z, О ~ i ~· 
< п i , содержи\' :вхоJQ.tеиве (h, • 

В качес!'ве окресtиоо'!'ей 'U и У возьмем доосrаточио малне 

окрестиоств 81'оче.к &1 0 и .i0 , -raIOie, Чi'обк ранг О'rображени.я 

у~ t % в t'очке. Л. •О 6КJI райев ttpeм .Фt:Я всех { g , а) е- 'И. х V • 
Ilокаем 1 что пос:..'рQекине оарестиосrrи tl '• V oOJl8Д8m 'fP9~1-
eМЬJOt в лемме о:воlс~. Пуотъ Q. Е 4ll' 4 V.з sаuе'lаиия 2 oJie­
JJJ'8! • Ч'1'О YQ z ( О) 11= О для :всех z ~ ~r 11 К • В СИJ11 яепре­
рштоl эавilсОоот.а !la,z О'1' Q . (см.зща&чаЮ18 I) ио :верао ~ 
для всех доС'i'8!'ОЧИО б.&8КllХ .it g oб.l&c'lel, !' .е. мноаес'!'во '1 
m'ltpм!'O. Дока.ем ПJIOfВOC'J.'Ъ 'll' в 41 • IJyC!'Ь -Q Е и ' '1 / • 
РасОМОtрим дeфolW8JllD &} А , r.це це:ремеЮlая л IфИJllll&e'f зиа­
чеиu n Jqбa д :в R' с цek!poll в ючке о. ~Jб 4 иоз:ьме11 до-
С'1'8t'ОЧКО U&EllЪ.RIDI, '1'81UDI, Ч!'О 2.лЕ ~ при А Е 4 •. 

J:Ьrс!'ъ Е с: 4 х У coot'OR!' из всех пар ( ~, z) , t'ВIOIX, 
tto n ~раекrорвя { r 8 .л % , . о.~ i 4' п .i изобрааае~с.я. n10В<8, со-
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.uраащим Ot •· Пуо'!Ь куd А настолько мал, Ч'l'О ранr отображе­
ИIЯ 'l/n равен трем при всех л Е 4 • Тоrда (см. замечание !) .,% 
мвоае~о Е бу.це'f IЮдМНОrообраsием коразмерност!f З в 8-мер-
яой_ обласrи А )( V , -r.e. ero размериооть равна ПЯ!'И. Проекция 
5-uepиoro мноrооdразия , R на 6-мерннй .ку6 д имее!' 6-мерную 

"мэру .leбera цу.иь. CyщecYD,JIJ! с.кОJIЬ угодно мвлые JlE Л , не 
nрииал.веuщие ef ой прое1ЩU. 06.лассrь Q л с такими .л очевидно 

JJp.llЩ1{J!eU1l tl '• 

§ 2Se Докаааr8JIЬСТВО Jleн.tH Z7.4. 
Приведение периодической 

траеиторо в о6щее nОJiожение 

Несимме1'J)ИЧЦVЮ nер.иодичес.ftУJО '!'раекrорию с nериодом п 

преоdравоваиия т иазов~ !'раисверсмьной, если .единица ие 

ЯВJ!Яе'fоя собоt:вешшм числом маq>.ИЦЫ· dT п в '!'очках э!l'ой !'раек­
tораи. CJDD&et'PИЧЦVI) периодическую !'р&екrорию с периодом .2 п 
riреобразоваив.я 1' иазоаеJd т~исве~альпой, ecJIИ кривые r0 и 
Т n ГО пер8С$К8DТОЯ tр8ВОJЗероМЬИО . В КОJЩе:ВН.Х !'ОЧК8Х Эi'ОЙ 
траепорц. Периоюrqес• !'ОЧКУ~ вавовем !'ра~:верса.пьной, 'ecJIИ 
она nрИН8ДJiежвт t-р&ИОJJерсалъной п~риодической траектории. · 
Трансверс~ице перJ1.о,1Ичесиие ~очки. изолированн ~ ус~о~н. 

Пусть А' и . ta" - no.i...moaectвa множества ac;Jc К), 
соо·rонщие из всех o6JJSc'lel Q , обладаПЦJtх соотве'!'ственно 

СВОЙС!'ВВМИ: 

.цля Q ' : · все неси№етричные периоди~еские· точки прео­
бразования тi с nериоДQМ п сrрансверсаиьны, 

• 
.Ц.ЛЯ 2" : Вое сmме'l'}>ltчине периодические точки прео-

6ра~оваlt11.Я с периодом :п rрансвэрсSJiьнн. 

!82 

ДосrатоЧ110 мокаsать слеJqицие irpи леммн. 

ЛН9 a~,l, МКО&еС!'ВО Q' открпо JI ПJIO'l'HO В ~~3>(KJ. . , ' 

лемма 29.g, Мноае-С'l'ВО Q" O'l'KpHfO и ПJIO'tHO 'в g~'(K)" 

Jiaaw 49,з, Множество 2"(К) открн~о и плотцо в g'n2''. 
Сфорt.tулПруем лоК8JIЪННе варИенrн лемм 29.I и 29.2. 



Jlемм& 29,4, Дпя JII06oй nарн ( '10, х0 ) ~ Q~)(K) х lC ОJЩ8С1'-
:вупr от.крЬl'!'ая о.крестнuсть 'U o6Jlaccrи ~о в l~)(IC) и КОМП&а!'­
нвя окрестность V точки .Z 0 в П , такие, что мвоьство 1t' , 
со~оящее цз всех о6ласlfей ~ t ~ ·, o6JmдaDRJlx овойсt'всм: 
"все яесимме'!'ричнне периодические точки r g с периодсм п , 
принад.лежящие V 11 К, еrраисверсаJIЬНН", Oi'Itpll!'O и ПJlОТИО в lf.t. 

Jieммs 29, 5L Формумровка псщrчается из фo}мyJDipoвltИ Jtеммы 
2~.4 заменой ·CJioв "несимметричные nериодичесnе ТО'ИtИ Tg о 
периодаw п " на с.лова "аиъwетричнне периодичесRИе rочк.и r 2 
о периода. .2 ti ". 

Jlеммы 29. I .и 29.2 в.ыводя'l'ся и.з лемм 29.4 и 29.5 точ..чо так 
ие, как ле.wа аз.з вшюдмась из леммн 28.4. При етом надо 

учесть, что все периодические.точки о перио.ЦСN п ,приивдиежа­

щие иесии.етр.ичннм периодическим !paeR!.'opИЯtf, .лежа-r в К , и 

коицевне 'ТОЧКИ cвммe'1"plf1DniX перiодичесttиt rраект.о1>Jlй с '·перио­
дом ·1.п 'J!SUe JieJltaт в К • ·Тип ~ериQЦИЧесRОй ючки одни и '1'0'1' 

ze ДJШ :всех' точек !раекторЮI. " .... , 

. д о к а з ,а 81' е л :ь с ~ в о л е м. м н 29. 4. EoJJИ :z 0 
• ЯВJt.Яется WЗОИ!ttlетричной периодической rочкой Tg

0 
с перио-

Jt()М п , !'J это верно .1Р1Я пар (Q , ж) , бпяз.ких R ( Q 0 , :t0) • 

В ачео\'ве tl и v моаио взmъ .цосi'ьrочно малuе о.кресttlюо!'и 
ючек Q 0 и 2 0 • В &!.'ОМ слуqае fJ '= fl . 

1 

В Ж&IЪllelllleМ поьадобвtоя поиsrrие о:воdодиоl toчu. Пусть 

{ Zi. ~ 0 ~ f. ~ n } - n-'l'p8aK\'OpllЯ преобр~80D8ИИЯ Т f1. • Т~ 
%~ В880JJ8M ~· ЮtJIOJI n-!'paeK!OPJIB, eOJDI %i + 'Xj ~ 

_ всех J? i • Ооопе4rе11В111ЦУJ) 'IOЧIJ •а (rtt) яаэовем с:вобо.цвОI 
то111О1 1',PllllttOI ( ot'ltOOIJм.&JtO Д8ЯЯОI n -trраем-орв). 

1 

!f!W 2Jt161 JЬ)ба11 З-вевраце111аа npOclfM n-'lpНИCJpU 
81ее!' o:вod<WJ11) ЮЧКJ. . 1са п > J , '!О !llUIX Y01181t по Jф81Rel 
•])8 ne. . . 

. J 
А о к 8 а а " е J1 ъ с t8 11 о. РаоС11НрUВя ta41.I,~ 

•ся. '1!0 rr:верценве - cпp&J18JUlllВO А1Я т ~ 4 • loJDI ?rt) 5 , 
~ n • m+t ~ S' + k • lcJlll k.==O, ,'to все юtас1 n-rpaelt!opu 
саобQJ.аВ. 1сiв t • 1 , !'О ЧICIO cвodQJUПR '1'018К ревво п-!l ~ lf. • 
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Действие.льне, разбиение множества из п элемеН'.Гов на п-1 не­

пустнх подмножеств обяза!'е.лъно содержит п - 2 одноэлементных 

подмиожессrв. Точно 'l'ак •е, если k = 2, то число свооо:цных то­
чек не менъmе, чем п-4-:;:. 5+~- 4 =3. 11 

, Пусть 2 0 ЯВJШется нес.иШеrrричной перi!одичес.кой . rrочкой 
Т ъао с периодом п ·• В качес'i1ве 611. и ·1? воsьмем достаточно 
uалне окрес'!'носsrи точек 0 0 и 20 , таК.'-Jе, что для некоторого 

µ , О ~ µ "'- п , . точка Т ~ z ~"!Яется свободной точкой 
п -траектории { r J z, О - i < п - 1 ) сразу для всех пар 
(О, .i) Е 'tL х 11' • Произведем элемеmарную деформацию О 0 i 06-:-

, ласт.и Q 0 в свододяой тоЧRе границы ж 20 ( .z ,_..) • Прm1енюл к 
точке TQ А z0 лемму 28.5. ~ножес~во In в дашюм случае со-

о, 

C'l'OИi' ИЗ ОДНОI'О ЧИСJ18 µ • !'fз формулы ( а3. I) СЛедуе'r, Ч!'О 

д Т n / Т n-u . ал Qо,.Л 4':о Л==О = d Qo . (z ~) D(:i µ). (29. 1) 

В равенсi'ве (29.I) справа са.rоит невыро)!(Деюmя матрица (сw.фор­

мулу (а3.2)). Распрос81'рашш эrу деф:>jNацию на о6.лас81'и О, 

6.лизкие к Q 0 , ввяв в качес'!':ве !'ОЧКИ дефор1лации • g ( z µ) •· 

06озяачим построеIШуЮ де~~ацию о6.пасти 2 с.имвОJiом ~ .1\ • 

Окрес't'ности 'tl и V точен 0 0 и z0 Б.Щ1ерем настолько ма·-
.лнми, Ч'!'о6ы матриц8 %.л 'J' fiл х /л=О Owra не:внрожденоой для Всех 
(О , z) Е q,t х V • . Соот-ееi'отвующе~ множес'fВо ~' очевидно яв­
ляется открытым в силу кСJЛnакт110с!'И множеств~ ir х· К и уотой­

чивос~J:И трансверсалышх 'rрае.ксrс...'ий. Докажем*), что 11' nло-rно 
в· dl-l • Пусть .2 € f1. ' ti '. Рассмо'!'р.ИМ деформацию 2 л ой-

- JШС'l'И Q, , r де .л. принимае'.1.' значения из эам.кну'.L'uго квадра'l'а 

Л в IR.4 с цеН11'ром в нуле, дос~аточно" малоrо, 'faкoro, ·чтобы 
дефоJ14ИРованная о6ла0'-'ъ не внходи.л.а за пределн 1/.1. • Определим 

, мьожес\'во Е с л х Т' как ·множесmо решений урАвнения 

(2З.2) 

*) Пр.ииеняемая ю~.же cxetta ::ншwсirв('tванэ из ~sоотьt Р. ТС'ма и 
Г .лемна, ру~с13!й ~орсьо.т;. r.o'l·o~u•t оr~уuликсван в.L со011нике "Cc:o­
oewi~c r.r ~~~зl~Щ!J'JС:мнх Gтvepa;:teнпt''. ~11., iSt13. 
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Н силу невырожденности производной по .~ flr левой части ура:в­
. нения ( 29. 2) его можно локалъио разрешать относительно .л , 

l' полъзуясь теоремой о неявиой,"функц~tи. Пусть t А., i) Е Е • Сущео'l'-
вуют оRрестнооти а(.Л) и Ь (z> точен ,л и ~ , rахи&, tr.ro 
Е n а ( .л) х Ь (.Л) есть график rл.адкой фуню.uш 'Р .лz : Ь (z) __... а (.л)~ 
06оэнач.им символом ~ лх r~ножество критических значений функ-

ции '41.л:t • По теореме Сарда мера Лебеrе ( в IR2 
) этоrо мно-

жества равна нулю. 
, 

Принадлежность пары (.лJ z) tn-южеству Е означае-r, Ч'1'О z 
.является периодической точкой r~ с пер1юдом п • Будем счи-

- л 
тать, что о.крестности tt и f' настоль.ко ма.лы, что r~e та.кие 

периодические точки нес.имметр.ичнн. 

Jie~a 29, 7, Периодическая "очка .z' с периодом п преоб­

разования т52 .л, , rде t.л',z')Ea(.л)xb(:r). нетрансверсал:ьна 'l'orдa и 

тoJlliкo тогда, когда она яв.r.LЯетса 1<:ри~ической точкой функции 

\V Л.t • 

Д о к а з а т е л ь с т. в Q.Утвер~цен.ие леммы станет оче-

видным, если проди<fференцироватъ тождество тr'tin :!.. 1 :: z ' •• 
' ~ 'f'(~'} 

Из леммы 29. 7 следуе'l·, чтб все г~:эриодические точки с пе-

риодом ~ nреобра~ования -Т ~.л' , лринадлежащи.е щсрестнос'f}l в 

Ь ( z) , трансверсалыш, если .л' fi :Е .л i • Покроем Е конечным 

числом таких окрестностей cr. ( ~,\} х b(;i). Если л.~ не принадлеЖИ'l' 
о6ъединению соо•rве'l'с'!'вующих множеств ~.лz, rro все периодичес­
кие точки Т 0 л' с периодам п , лежащие в , V n К , · траисвер­
са.л:ыш. • 

Л о к аз ат ел ъ с'т в о леммы 29.5. ECJtl z0 
не является сиwетр.ичной периодической точкой Tg с период<* 

- о 
2, rt , '!'О в КЭ1iестве 'll и v моако ВЭIГ.t'Ь ДС·С'1'8'rОЧНО JМ..JШе ок-

реС8l'НОС'l'И Q. 0 и z0 , причем в этом CJiyчae 'И.'= 1l • Пуо-.r~ .z0 -
сии,,е-rричная периодическая !'ОЧЮI преоорn:эоваЮ1я т g с перио-

о 
ДОf.4 ~ 11 • 

Рассмотгш~ случаи rt = 1 • Ilроозведем эJ.Lе~ентернuе дефn111s­
ця.и о6ластп 0 0 , в точках ~~0 (% 0 ) и ~20\T~IJ z0 ) с параме~раМ8 
(о, .л 1) и (о ' v.\. ~) соотнетственно. ~еформиро~ЭННJЮ OOJIS С! ь l)(Sо­

значим <-:.ИМ волом Q .л • где '' r: ( \. t 'А~). ИcJIOJI ьз .}'Я лемr~у ~. 5 • 
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формулу (2.5), пмучаем. 

2l ) 
-2+ .lfl • 

psin '5 
Видяо, ч-rо ета матриµе не вырождена. Далънейurие рассуждения 
проводsrтся ~очно те1t же, RSK при дока:iа'l'е.льст:ее леммы 29.4. 

Рассмотрим случай п > 1 • Точка %0 t- к обязательно будет 
концевой rочкой симметр1чной пер~одической траекrорРи с перио-

дом .2n. Рассмоt~им n--rреекrорию l т ~о :t0, О~ i "п} • Она 
буде! простой 1 3-невнрождениой. Из ле№ы 29.6 ~Jiедует, что 
l'"Н.~ОТОр&Я ~ОЧК8 %µ. • r f

0 
%0 ЭТОЙ n-траеК'l'ОрИИ Оудеt СВО-

бОДИОЙ, и :южно считать. Ч'l'О µ > о • Произведем э.лемен'!'врцvю 

деформацюо облаоrи S2o в точке rJe µ - ое610 (:tµ>• Д~ьнейmие 
раоордеивя цровОДJi'l'ол по rому же плану, что и пр.и доказатель­

стм лемми 29,4. Вместо уравнения (29.2) рассмо!'рим урввнен.ие 

т: (-io> - :t.~ , с29~з> 
А . 

rде ( ,i0, .r~) Е Г'О х r0 • Уравнение (29, З) рассмотрим для. пар 

< 20, t~ > duзux к < z0 , r g i. 0 ). По-nреаяему /.л r ~ (%) - ие­
внроuе1R8.я меrрица. ПpJINe:UUI х (29.3) t'еорему о но~виой фуик­
~м11, попучаем (.аокалъио) Ф1ИJOJll' 'f • оопоотавл.яоцую паре ( :i(,, 
z~ ) е r0 х Го , ry точку А • ~ JIOropolt данная паре образует 
концеане точа cиммe'l'pnкol'nepaQIUIЧecкol траехторu преобра­

эо:wuя rQA • РоJ1Ъ J1811МН 29. 7 здесь Иrр88'1' СJiедуЮЩ8Я JleМlll8 1 
ДОК888'1'8JIЪСТВОМ хотороl • аввершим ДОRАЗ8Т8ЛЪСТВО леммы 29.5. 

". 

дМf ,9,8, Пераодвческея с.1ММетричиа~ траехтория { ж(, •... 
. . . , •In-t> о· пераодом .2n цреобрааовеиия rQ , , ,_ ие!рВновер-

. •<а.о. t" 
са&118 torдa • 1'0IЪRO tor"a, аоrде пера ее хонцевilХ 'l'oчe.tt о-

меtся кр1tа•окоl toчaol ФJНIЩI• 'i' • . 
д о х а э а ·т е л ь с '1' в о. Удобно весt• реоомоrреиия в 

1 

aoopJUIИ&tП <-'. t) JIJUI oб.Jtecl'в Q . • 1раввеиае Го в втп кo-
OPJllИ81'8X есtъ t-tt/i • OтouecD.IDI пере11еКВ11е z0 в 2~ с 
CW1'Mt'Ct'B~8 8Н8Ч8КI" JtOopJllИl~K 8·• ПодсМВЛllЯ 1 (29.З) 
Ф1tatDD f{Zo,1~) 88010 А • ДlфlереНЦ11р7а ПОIJЧИВШ88СЯ 1'0-

адесtво. ..." 
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dт п . ' д~ g ( 2 0 ) е + в -;;-т- = о , 
.л v%o 

d'tJ 
В-·==е dt' • 

п. 

(29.4} 

Здесь е . - единичный вектор, касателыоd к Гс, 6у-1tвой В 

обозначена матрица /л Т ;f ( z0). Так KaJt эта ма-rр.вца ие вырож­
дена, то вырожденностъ малt'рицы ( дtр/ д:z.0 , д~р / d2~) экввва­
JiеН'l'на линейной яа~с.Имос-rв векторов е я · dT~ (z0) е • • 

!. 

д о к а з а т е л ъ с т в о л е м м ы 29. З. '1 ак как асе 
периодические точки с nер.иодом, не .превосходящим . п • прео6ра­
зования Т .g , ~ ~ Q' n Q. '' , трансверомькн. 81'0 они изОJIИ­

рованы, их конечное число. Оrкрш.tооть миоаества g
11
(K) очевид­

на, а мот иость можно доказать деформируя облас~ь .2 о!дель­

но для каждой периодической точки. Поскольку их конечное число 
и они устойчивы, деформация проиаведенная о це.лЬJ> улучш.и!ь 

одну периодическую траеRторию, ие испор!И'l' никаких сущео!вен­

ных для нас свойств осталън.ых рассматриваемых периодических . , 

траекторий, если эта деформация достаточно мала •. 
Пусть { .:zi , О, i ~ n ~ - периодическая '!'раектори.я r~ 

с перис,д<* п , Т .t i = z i ... 1 с mott п > • · Еслв · '!'рае кт ори.я иесНNNеr­
р.ичнs, то у нее, как 6н.ло покезаио, вcer.ua есть о.вободнаJJ точ­

ка z µ. • ЕСJш траевтория с.имме!'ричная, t'O rакой свооодиоl '!'оч­

ко~ l µ обладает половина трQектори.и l %i, О' i ~ n/.2 \ , rде 
z0 - концевая ~rочка. Произведем ,аеформациJn QOJf'"'t}TИ Q в 

точке •*=•gcz,.,), эаме1n1в уравнение· !l==Jlo(~) rраницн о6лас­
ти '1 в естественной координатной сис•еме в. окресrноо'l'в ое • 
на уравнение у= у0 (~) + t:A!!1. х (.ж) " rде t - малый пара­
метр, х - срезающаЛ ФУнкuи.я. Обозначим деформироваииую оd-
лас'l'ь символом ~t , ма81'рицу dr~ (~µ) ;.JА11ишеu в виде 
f . a.(tJ Ь(t) ) t . \ с< t) d(t) • Далее для упрощения зап.вен иидекс '2 t 
в символе r2 будем опуска·rь •. , 
. . t 

Лемма 29, 91 06.ластъ~ ~ можно сколь уrщно uмо .в:ефор11-
ровать !'B:f<, Ч'!'СIОЬi функции а ( t) + d ( t J и Ь( t J 1..:ra.JI.Я неuосtояв­
ннми llЬЛИКОМЗМВ • 
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a(t)+d(t)~-a.1 -d 1 +-:-f- +2t (-Ь1 + td1) •. 
~ . 1 ) 

· si,n.b \ Р · 
• (29.6) 

(
Q.' ь ) ~еоь d Т п-1( z µ+1)• с: а~ , числа 1" О' . и р соответсtрвуют ма-

rрице dT C.tµ.) (см. (2.5)). ECJUt траектория нес:имметриu.JIS, то 

Rоэффицsенты nри t :в (29. 5) и (~.6) не зависm от t • в слу­
чае сиw.етричной траектории он.и могут зависеть от t • но толь­

ко л.ине~ннм образом. В этом случае' Y'I'Bepждemte л~ммы справед~-

JШво. Ест1 n '= 2, ~о Ь1~ l ~О. -Ь1 +td1 =-.2l + R.l:2/p1 •, где 

f 1 - радпуо Rривизны границы в srочке "'о( zµ+i> .Ее.ли о.каза.пось, 
что -Ь1 + td1 =: О, то вследствие ммой деформеци.и границы в 

точке •9<ж...,...,.1 ) это обстоятельство можно .имепить. 
' Пусть ri > Jl • ПОJIОЖИМ dтn-:l(Zµ+J) = ( ~;L ь" ) • Используя 

(2.5), имеем 2 d2 

(29.?) 

/ , .tl1 -Ьcrнl1 •-a.l 1 +b.t+lcil 1 -ld1+ ~ (-ba+ld1 ). (29 8) 
" P1Stn. 1 . • 

Если ь1 • о , to ь,..+о 1 rак как в про'!'ивиом случвеdТв71_с;1лу (29. 7) dшо СS:ы a.i•O 1 что противоречит иевырож.uенности (z.,...+1)~ 
Изме1шя , 1 деформацией :в точке •s ( %,..tн). можно до".'и'l'ь- , 

o..ii аwолвеюtя керевеис~-ва Ь1ФО • ECJUt - Ь1 + td1.== о и -Ь,~ + 
· + td

1 
• о • то !'ВltИМ же образом за очеt- изменения _ р1 • деформи­

руя rpaJUIUY а ючке •а ( :it&+t> • добьемся :внпОJiнен.ия нерввенсеr­
аа -ь.+td1'ФО. Еса oJDIO:epeu&RНO -L.+ldi=O в -l~+Ld1-=0, 
re аз (29.8) Вllfettaeт равевсnо a.t • lc1 , откуда ме.дуе-r вы­

роuеЩtос1'~ мефJIЦК dr"-~(2J.t+t>. · 'Ч'1'О абсурдно. 
Амалоrачво pacCNВl'pllВ&e1'CSI CJJ7Чlft саtМетричuой периоди-

чесr.оа t'O'Utl о перо.в.ом .tn. • · 
Иэ Jie181U 29.э о.-J17и. Чtо, J1tфoplalpya'cкOJ1ъ Jrодяо мало 

осасrь 5а • м0ао nмellRt'• cQac!'вitDUle VCJta мирJПJ;Н dT п (.2nJ 
. ' 
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для периодической траектории с периодом п ( 2 n) с те:м, ч'l'о6ы 

они удовлетвлрЮIИ уqловиям 0(n+1)1) - 0(n+1)3). 

Займемся параметром ~ .Если окаэа.лось, что число ~ для 

ЭJIJI.Ипт.ич.ес~ой траек~rории равно нулю, то, выбрав свободнуJО точ­

ку z µ. , nродефор~шруем границу следJ'ЮЩИМ образом ( о6оэначе­
ния те же 1 Ч'!'О и д.ля прещщущих деформаций) : 

у(:с) = Уо (х) + t .r .lf х (х ). (29. 9) 

·можно доказа'l'ь (см. [26] ) формулу дшr коэqфициента ~(t) ДJIЯ 

деформированной о6лгсти Qt : 

~(t)==-t 12 [(Ь+цi):i-2l(b+al)cos0l-r l-2]:z.. 
Ь sin0t stn3,,_ 

(29.IO) 

Обозначения в ( 29. IO) совпадают с использованнЫNИ выше. f icY 

со6с'l'венное число матрm.щ d Т п( z µ} = ( ~ ~ ) • Заме'l'ИЫ, чrо 
коэ<I-ФИW!ент Ъ отличен от нуля, ибо со6ствешшй .вектор мат-рицu 
dTn(%JJ.}• отвечаЮЩИй собственному значению eicv, есть ( Ь , 

е i 01 _..а ) • Ес..тш 6н tll!cлo Ь равнялось нулю 1 то эта матрица юле­
лэ 6ы вещеотвеюнm со6ственный вектор (о, 1), чrо про'!'nво:речит 

ЭJIJШIГI' ИtiНОС'rИ Z µ • . , 
Периодическая траектория с перио; .:>м п в наш.ей ситуации 

может и не иметь свободной точки. ЭТо 6ывВе~r лишь тогда. когда 
траектор11я сямметрична, и для .коrщевьос '1.1оч~к ~ 0 и z.n/:;. Юtiеются 
точки траектории z µ и ::: v , для которых ж ~ с :z 0 ) = ж 0 ( z,....) , 
µ J: О , и ж0 ( .zn12 ) == ne 0 (z,.,), n/~ t= ~ • Все остальные 

точки п6-траектории { :ч , О~ i 4 n/}. ~ в этом случае сво­

бодны. Свободной точкой является во всяком случае одна из двух 

тоqек: .i µ-t и z ~ + 1 • Пусть это z 1-L + 1 • Продеформ.ируем Q 
в окрес'l'ности ~0 cz0):=ж0 Czµ) и ~Qczf-t+ 1 ) так, чтобы -rраекто­

рия иэмениJШс1, лишь в точке z1.o а точка ;{о стал.а свободной. 

(На рис. 20 показано, как это можно сделать.; ЗатtЭМ можем прои­
зводить дефоIJ!4аЦИЮ (29.9) в 1гочке э~* (см.рис.20). 11 
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§ зо. Доказатw1ьство лем.tи 2? .5. Трансверсальиость 
rснок.лииическвх и rе'1'еро1UD1ничес.ких точех 

Пусть Q 1 
- NНOlt&C!:ВO :всех обJJ:аотей Q ИЗ Q (К) , 06-

п 

ладаnцих свойс-rвt1t1: "собсwrвеиине ве!t!орн матрицв dT Л ( z.i), 

rде { х i 1 - JШ~~я rвпербОJIИческа.я периодическая !раекто-
р.и.я uреобраао:ваЯJIЯ Tg с периодс.t п • не внроцеян о!иоои­

,-елъно проецирования ~2 ". Это свойство эквивалеН'.l'ко отличию 

дЯ 

дЯл 

от 111.111 ко~ема (dТ~<:ч))1~ te'l'pJIЦЬI dТ;(%i_),внчвслен-
воl в КООРJ8188НХ (H(:r2(~i), f) • Из леммы (29. 9) с.~едУеk что 
D' O'rкpltl'O И llJIOidO JJ §п(К} • 0rJфUТООТЬ МИQUС!'ВВ 2п(К) 

~ ,",($. uJ , ) 
OJ18-Q'8t' аз t-еоремн о непрерввиоl зaВllCDIOC!'» ,,-v10~ '- zo ~ m 
uреобр8301\8ВU Т (см. (33] ). Доо'1'8ТОЧИО докаsаn, Ч'!'О 2 11(К} 
ВIOtllO а IJ'. . \ 

DJc~ъ ~ 0-е§,, z0 • .t1 .- rвпербоа.'Аескве !'ОЧКИ Tg
0 

с D8PIQI-. ве ~. п. Надо Д0Jt8З8Тl, что об.18С4rЪ 
Q 

0 
..ао саоа J.1'0,10IO 18JIO .цефоJ:МIРОВ&'!''Ь, 'f8tt, чтобн w,[sJ ( 2 о! 



и W~иtz1 > пересекаJJИсь 'rраисверсальио. Можно счи~а~ь. ЧТQ 
:z0 - свободная '!'очка своей периодической -rраек81'ории, посколь­

ку трансверсалънос'fь переоечеивй w~sJ(.<0 ) и W~цJC~ 1 ) эквива­
леН!l'ва этоМу свойству .мя W~$J ( т k z0 ) и WiuJ(т t-%J) с подх:О.:. 
дящD1И чис JiаМИ а и Ь • Дп.я симметричной. '1'р8ек-rории, возмоа­
но t по'l'ре6уется проиэвес'l'и пре;цвариrrелъную .аеформ&ЦJВ) о цеJ!Ы) 

сделать одну из концевшс ее 'l'Очек сlЮбодяой, !'ах, :ках &i'O бшо 
сделано·в конце предндущеrо параrрара.Примеи.яя ПQJ1Ходящvю с'!'е­

пен:ь преобразования т т • rде т - наименьшее оощее кратное 

периодов :z 0 и z. J , можно свес~rи все к доказательству ~rраис­

версальности пересечений W6(st.t0 ) и w~J(.:z1 )•, rде е - скОJiь 
у.годно ммое ЧИСJiо. Возьмем ё настолько uаJШМ, 1r106н О!'резок 

WS(st.t0) uеОСООЫМ О6р8ЗОМ проеЦlрОВЭЛСЯ На дQО JipВ. проециро-
ВSНИИ oeg

0 
• Пус'!':ь s'l'O'l' О'l'реэок есть график О'lобрааени.я 1Р : 

Л-+R1 • r.це Л - дос'l'аточно маJIНй интервая,в коордииаttах (s,1'). 
Досrа~оЧно доказать лока.nьиый вариант требуемого утвера­

дешtя: д.ля любой 'fОЧКИ s0 e д сущес'l'вум' достаточно маJШе ок­

рестнос1rи - комnак'!'ная окрестность V '!'ОЧКИ s0 и от-.крьrrая. ок­
рестносrь "tl точю1 .20 , - 06.лацающие свойс'!'вом: подмиожесt" 
во dll' множества 'lJ. , сосttо.ящее яз всех 06.ластей, JtJIЯ КО'l'орых 
все точки пересечения iv;1

t.to) и w~и'с t1)' проеци1>упциеся ·на 
V , '!'рансвероалъны, оеrкрыто и плотно в 'И. • {В си.пу иепрер1~ 
ной эависимос~и рассматриваемнх объектов от ~ ах можно ес­
t-ествениым о6разом оrоцеств.ить для разных, но 6л.Нзких Q • ) 
Гло6апьиое у'l'верждение внво)Ul'l'СЯ о'!'сюда с"андар'!'И114 образом. 

Ее.ли в '.l'ОЧКе ( So ''Va(So)) О'I'резки We(SJ(1o) и . w~"1(z1) пвре­
секатся '!'рансверсально (trro вКJIJJЧae'I' в се6.я и случай, коrдs 

пересечение отсу!'с 1rвуе'!'), то э-rо ·верно и .ttJIЯ ( Q, s) ,6лиаких 

к (.О 0 , s0 ) • СущесrвоваЮtе 'l'ре6уемых окрес-rнос"еl в е~ щ­
чае очевидно. Пусть WE(sJ(z 0 ) и ~v~и'(xJ) пересекаися 1 tочке 
( s0 , Ч' 0 ( s 0 >) • не'l'рансверсаJIЬио. Тоr.ца суще стВуи окрестнос"ъ 
V -rочки s и функция 'i't: У -+ R 1 

, 'l'акае. Ч'rО. rpaфu 
Ч'1 eclfь часть отрезка w~иJ( %0 ) • содераашая все tоча 
пе ре сече 1mя W ~и) ( 'i 1 ) с графикоu су-.е ЮtЯ ЧJ 

0 
на · V • 

Совершим э.лементз.рную дефораацию OOJ18CTI ~о а t80Ч&8 
границы с координатой s 0 и веRТором "t==_(O,t). J!.еф~вав­

ную облает ь осо~нз.чаt·/ симво.лlN О о, t • Если V .1ocrato111io ма-
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ла, то 1Ро не измеШ!тся, а 1fJ 1 будет зависеть О'!' t • Введем 
в о6означения зависимость О'1' t· • Рассмотрим уравнение 

1Vt (S, t) = 1Ро (s) • (ЗО. I) 

Иа формуJI ( 28 • I) , ( 28. 2) следуе'l' • Ч'1'О д 1jl1 /dt 1 t _ 
0 

= .2 • Приме-
нял х (30.I) теорему о неявной функции, по.пучзем функцию t (s) 

.кр.и~ичесме точки которой суть координаты точек не-rрансвер­
О&ЛЬного пересечения рассматриваемых отре3ков д.11Я дефо~о­
веввой омасти .2 v, t • Используя описанную в предI0U7Щем па­
раrрафе схему с ~еоремой Сардаt получаем требуемое утвер~ение 
,О МО't'ИОСТ И df1. ' :В d/1 • 

В saI<Jiliчeнвe xov вираэиь 6тзrодариос,-ь миоr.им JIJШЯМ, 
помоrа1ШUD1 мне в padofe над .кии:rоЯе Я блаrо.цврев В.М.Бабичу, 

В.С.БРJ.ДUре:ау. Я.r.сИИ81).В.И.АрНОhЬду, В.М.Алексееву. А.И.Швн­
РеJI1'!8117, А.Б.Ке'fау, А.r.кушкиреsхо, м.м.поповr, ю.А.Кра:вцову 
в lf.ROI'JDI .цруrим, ЧЫ1 соаетн и оосуzдеяия способо'l'Вовал.и про.ц-
вuекию, в ~'1'ой работе • · 
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